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PREFACIO A LA EDICIÓN ESPAÑOLA 


Hoy día todo ingeniero tropieza frecuentemente соп 
problemas que requieren buenos conocimientos matemáticos 
y pericia en la aplicación de distintos métodos matemáticos. 
Se puede afirmar que la elevación de la cultura matemática 
de los ingenieros contribuye a nuevos logros en la Técnica. 

El Cálculo variacional es uno de los capítulos del Análisis 
Matemático clásico más importante para las «aplicaciones. 
Actualmente, en varios Institutos politécnicos el Cálculo 
variacional se incluye en el programa obligatorio del curso 
de Matemáticas superiores. Existen valiosos libros sobre el 
Cálculo variacional como, por ejemplo, Jos libros de L. Els- 
goltz 12], де E. Goursat 141, de L. С. Young [7], etc. En cuanto 
a los problemas, muchos de ellos aparecen diseminados en 
numerosos textos o artículos científicos especiales dedicados 
a este tema. Pero, por lo que conocemos, no existe en la 
literatura correspondiente ningún libro de problemas dedi- 
cado especialmente al Cálculo variacional. Los autores se 
han planteado la tarea de preparar un cierto mínimo de 
problemas referentes a los capítulos principales del Cálculo 
variacional clásico (sin tocar las cuestiones relacionadas con 
la Teoría de dirección óptima). 

El libro está escrito de forma que al principio de cada 
parágrafo se dan los elementos teóricos indispensables (defi- 
niciones, teoremas y fórmulas) y se analizan detalladamente 
ejemplos típicos. 

El libro contiene más de 100 ejemplos resueltos y 230 
problemas para el trabajo individual. Al final se dan las 
respuestas a todos problemas y, en algunos casos, las indica- 
ciones correspondientes. Por eso, el libro puede servir tanto 
para estudiar asignatura individualmente como para profun- 
dizar en el material que se expone en las lecciones. 
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OBSERVACIONES PRELIMINARES 


1. Si А es un conjunto cualquiera de elementos, la proposición 
«el лене a pertenece al conjunto А» se representa simbólicamente así: 
абА. 

Si se escribe a € A (o bien a Є A), ello significa que el elemento а 
no pertenece al conjunto A. 

Siendo A y B dos conjuntos, la proposición «A es un subconjunto 
del conjunto B» (А < B, simbólicamente) significa que todo elemento x 
del conjunto A también pertenece al conjunto B. 

2. La unión y la intersección de dos conjuntos 4 y B se definen 
del modo siguiente: 

la unión A U В = {x| x€A о хЄ В} es la totalidad de los 
elementos x que pertenecen por lo menos a uno de los conjuntos A o B; 

la intersección A f В = {x| x € A. x€ В} es la totalidad de los 
elementos x que pertenecen tanto a A como a B 

3. Si A es un conjunto formado por números reales, se denomina 
cota superior (cota superior exacta) de A el menor número real M tal 
que a < М para todo a € A. En otras palabras, M es la cota superior 
le A si para todo a Є A esa < M y si para cualquier в > 0, рог peque- 
йо que sea, existe como mínimo un elemento b Є A tal que M — € < b. 

Si no existe tal número, convendremos en decir que la cota superior 
de А es +00, 

En ambos casos designaremos la cota superior del conjunto A 
por sup А. 

Análogamente se define la cota inferior del conjunto A que se re- 
presenta por inf A. 

4. Se denomina espacio lineal todo conjunto R de elementos 
X, Y, 2, . . . de naturaleza arbitraria para los cuales están definidas dos 
operaciones, de adición y de multiplicación por números, que cumplen 
los axiomas siguientes: 
Dxthy=y+x 
3 (+ y) + 2= x + y+ 2); 
3) existe un elemento 0 (elemento nulo) tal que x + 0 = x para 
todo x € R; 

4) para todo x € R existe un elemento —x (elemento opuesto) 
tal ATENAS (—x) = 0; 

= x; 
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5. Un espacio lineal R se llama normado si a todo elemento x € R 
le corresponde un número real no negativo || х |, llamado norma de 
este elemento, con la particularidad de que 

х =0 sólo si x= 0; 


2 Jaxl арр 1 | 
Уу x+y sli + 09 [| (axioma triangular para las nor- 
mas); 


6. Un conjunto M de elementos ERA Z, « - - de naturaleza arbitra- 
ria se denomina espacio métrico sí a todo par de elementos x, y de M 
le corresponde un número real no negativo p (x, y) de modo que 

И p E y) = 0 si, y sólo si, x = y (axioma de identidad); 

р(х, у) = (y, x) (axioma de simetría); 

3) р(х, y) + P W, 2) > p (х, 2) (axioma triangular). 

El número p (x, y) lleva el nombre de distancia entre los elementos 
хер. 
1 Todo espacio lineal normado es métrico: basta {отаг p (x, y) = 
= |x — y ll. 

7. El espacio C la, bl es el espacio formado por todas las funciones 
y (x) continuas en a, 5] donde 


lalo = máx Vel 
El espacio Cy la, bj es el espacio formado por todas las funciones 
y (x) que, a parte de ser continuas, tienen derivada primera continua 
en fa, b} donde 
= máx x) máx ' (x) 1. 
ШАГА „Жак ИЕ E, Ly (x)| 
El espacio Cn la, b] es el espacio formado рог todas las funciones 


y (0 que, a parte de ser continuas, tienen en (a, 5] derivadas continuas 
asta de orden n-ésimo inclusive (n es un número natural fijo) donde 


а 
Пи licn =È, bx, 1909 9 


A veces la norma del elemento y (х) en Cp la, bÌ se define asi: 
lly Пс, = máx {lyh 10 (0) 1, 147601 
ах 


Capitulo 1 


EXTREMO DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


$ 1. Extremo incendicionado 


Sea f (X1, хь - - +» Xn) о brevemente f (х), una función definida 
en un recinto D del espacio euclídeo E” de n dimensiones. 

Diremos que la función f (x) alcanza su valor máximo (minimo) 
en el punto xy € D si 


EASED (0) 22 FD) 


cualquiera que sea el punto x€ D. 

TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS. Toda función continua en 
un recinto acotado cerrado alcanza en él sus valores máximo у minimo. 

DEFINICIÓN 1. Sea f(x) una función definida en un recinto DE E», 
Diremos que el punto x% = (хў, ..., хд) ED es un punto de máximo 
estricto (un punto de minimo estricto, respectivamente) de la función 
А 3 si existe una vecindad Q (x'%) del punto х‹ tal que la desigualdad 
Flo ELO (la desigualdad f(x) >F(x0), respectivamente) se 
cumple para todos los ratos хє@(х®) N D, xx. Es decir, lo 
que caracteriza el punto de máximo estricto (el punto de mínimo es- 
tricto, respectivamente) es que 


Af = F (x) — f(x) < 0 (Af > 0, respectivamente) 


рага todo x E Q (х0) N D, х= х9. 

En cambio, si para el punto х existe una vecindad Q 92 
tal que para todos los puntos х € © (x) f) D se cumple la desigualdad 
fix) < (9) (la desigualdad f (х) > f (x), respectivamente), se 
dice simplemente que el punto x® es un punto de máximo (un punto 
de mínimo, respectivamente). 

DEFINICIÓN 2. Los puntos de máximo y de mínimo de la función 
f (x) se denominan puntos de extremo de la misma. 

1. Basándose en la definición, hallar Jos puntos de extre- 
mo de las funciones 


а) Р(х, хо) = 455 

Bta зі 114x340, 
b) $ a-f І si +=; 
c) Рб, ха) =x—x3 


en el recinto D {х2 + х < 1). 
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TEOREMA 1 (condición necesaria de extremo). Sea f(x), x= 
= б, хь ‚э Xp), una función definida en una vecindad del punto 
20 = (x9, x3, -.., x8). Si este punto es un punto de extremo de la 
función f (x) y si en él existen las derivadas de G=1,?,... n), todas 
ellas son iguales a cero: 2 


Әр) _ 
dx; =D, 


(=1, 2... п). 


Si la función f (х) es diferenciable en el punto de extremo х“, su 
diferencial en este punto es igual a cero: df (x®) = 0. 

EJEMPLO 1. Hallar Юз puntos de extremo de la función 2 = x? + y? 

SOLUCIÓN. Los puntos de extremo están entre los puntos para los 
cuales dz = 0. En nuestro caso, dz = 2x dx + 2y dy. La condición 
dz = 0 se cumple en el punto х = 0, у = 0 solamente. En efecto, si 
х = 0, tenemos dz = 0. Recíprocamente, sea dz = 0; basándonos 
en que e dy son arbitrarios, tomemos dy = 0 de modo que 0 = dz = 
= 2x dx de donde, puesto que dx es arbitrario, resulta que x= 0; 
análogamente encontramos que también y = 0. En el punto (0, 0) 
tenemos z = 0; en todos los demás puntos tenemos z = x? + Ги > 0. 
Рог оа punto (0, 0) es un punto de minimo estricto de la función 
2= Y й 

Si se amplía la clase de funciones en la que se busca el extremo 
incluyendo en ella las funciones no diferenciables en algunos puntos, 
se llega a la siguiente condición necesaria de extremo. 

Si x™ es un punto de extremo de la función f (Xi, хо... Xn) 


cada una de las derivadas parciales 20 =1,2,..., л) es igual a cero 
i 


о no existe en dicho punto. 
EJEMPLO 2. Consideremos la parte superior z > 0 del cono 2 = 
== х® 4 у, Es obvio que la función z tiene mínimo en el punto (0, 0). 


г iz Р 
Pero las derivadas dx Y 5 no existen en este punto. 


DEFINICIÓN 3. Los puntos en los que se cumple la condición necesa» 
sia de extremo de la función f (x) se denominan puntos críticos de la 
misma. 

Los puntos x(%) en los que df (х\®)) = 0 se denominan puntos esta» 
cionarios de la función f (х). 4 

La condición df (x) = 0 es equivalente a la condición 


9р0) _ 
TS 


0 (i=1,2,..., п). 


La existencia de punto crítico no garantiza aún la existencia del 
extremo de una función. Por ejemplo, el punto (0, 0) es un punto esta- 
cionario de la función 2 = ia y, sin embargo, la función z no 
tiene extremo еп él: en cualquier vecindad del punto (0, 0), por pequeña 
que sea, la función toma valores tanto positivos como negativos, 
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1°. Condiciones suficientes de extremo estricto 
DEFINICIÓN 4. Se dice que la forma cuadrática 


А) = A (а ж. ..., 


a 
D oxn 
„=! 


„2. .щ 


ау=ан bj 


es definida positiva (definida negativa, respectivamente) si А (х) > 0 
(А (х) < 0 respectivamente) para todo punto x € E”, x0, y se 
anula sólo рага х = 0, o sea, рага xı = Xy = „= Хр зж 

La forma cuadrática se denomina no negativa si jamás toma valores 
negativos. Por ejemplo, las formas 


Btt y Hrt. Hn) 


son ambas no negativas. La primera es definida positiva ya que se 
anula sólo рага х= х=... = Xn = 0; en cambio la segunda no lo 
es уа que se anula, por ejemplo, рага ду == 1, х: = —1, ха = ха = 
=,,,ж= д = 0. 

Una forma cuadrática definida positiva o definida negativa se 
denomina forma cuadrática definida. 

Una forma cuadrática que toma valores tanto positivos como 
negativos se denomina indefinida. 

TEOREMA 2. (condiciones suficientes de; extremo estricto). Sea 
f(x) una función definida en una vecindad del punto х® = 
= (хф, хў, - . ., х9) en la que son continuas sus segundas derivadas y sea 
x0 un punto estacionario de la función f (х). Si la forma cuadrática 


A (@җщ, ах, «001 den) У) DEGE в аху, (0) 
i, jmi 


o sea, la segunda diferencial de la función f en el punto х“), es definida 
positiva (definida negativa, respectivamente), el punto х“) es punto de 
minimo estricto (punto Je máximo estricto, respectivamente); st la forma 
cuadrática (1) es indefinida, no hay extremo en el punto х“). 


CRITERIO DE SYLVESTER DE FORMAS CUADRÁTICAS DEFINIDAS 
POSITIVAS. Condición necesaria y suficiente para que la forma cuadrática 


п 
Аб) А хь... х) = фу рх (2) 
a jei 
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con ayj = aji; б, ў = 1,2, ..., п; sea definida positiva es que se cumpla 


аң 042 M3 
ап а 
аң>0. | >0, {аз 22 азз| > 0, ... 
й sa ee аз 32 U33 
зї аз2 йз 


ац 032 --- Gn 
аз 0»... Ozn 


Ani an2 ·.- апп 


Condición necesaria y suficiente para que la forma cuadrática (2) 
sea definida negativa es que se cumpla 


а ац a12 819 
anco, | dE >0, fan az a] <0, ..- 
a 
т аза 032 833 
Qi 045... Un 
24 222 ... Gon 
noo» жон Л» к de [ ПЕ 


ащ ап... Ann 
CASO n=2. Sea f (x, y) una función definida en una vecindad del 


punto (хо, Yo) en la que son continuas sus derivadas parciales de segundo 
orden y sea (xo, yo) un punto estacionario, es decir, sea 


Fe (хь Yo) = fy (хо, Yo) = 0. 
Entonces, si en el punto (Xo, Yo) 
Бл — (ы > 0, 
hay extremo en este punto; a saber, máximo si en él 
fix <0 Fiy <0 


y mínimo si en él 
Ex>0 (> 0). 


Si еп el punto (хо, Yo) 
Бейш — ay? < 0, 

no hay extremo en el punto (Xp, уо). Por último, si en el punto (хе, Yo) 
хау — Ба)? = 0, 
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en dicho punto puede haber extremo y puede no haberlo; este caso 
requiere un estudio complementario. 

EJEMPLO 3. Consideremos las funciones 2 = х + y, z = дё — yl 
y 2= xí — y^. El punto (0, 0) es un punto estacionario de las tres y 
en él se tiene 25.27, — (Zx)? = 0 para cada una de Jas funciones. 
Es fácil ver que el punto (0, 0) es un punto de mínimo de la pri- 
mera función, un punto de máximo de la segunda y no es punto de 
extremo de la tercera. Efectivamente, en los tres casos tenemos 
z (0, 0) = 0; sin embargo, en cualquier vecindad del punto (0, 0), 
a excepción del propio punto, Jos valores de la función son positivos 
en el primer caso y negativos en ej segundo mientras que en el tercer 
caso la función z = xf — y* toma, en cualquier vecindad del origen 

е coordenadas, valores tanto positivos (por ejemplo, si х 0 e y = 0) 

como negativos (por ejemplo, si x = 0 e y i. 

EJEMPLO 4. Hallar el extremo de la función de tres variables 


P= èt yH 5 ay х — 20, 


SOLUCIÓN. Determinamos los puntos estacionarios de la función f. 
Consideremos con este fin el sistema de ecuaciones 


2—y+1=0, | 
2y—x=0, | 
2—2=0; | 
m 2 ИЕ! 
resolviéndolo, encontramos хо —-—, Yo=="7 Y 20= 1. 


3> 3 
Consideremos la forma cuadrática (1) en cl punto Ph. 


4, 1). Tenemos 


7’ 
х= 2, Бу=—1, fi0, 
х= fiy= 2 famh, 
Fz= fiy= 0 Ги=2. 

En el punto Po encontramos 

an = 2, а= —1. аз = 0, 
la ==l, ар = 2, а = 0, 
аа = 0, а= 0, аз = 2. 


де modo que 


ац аш 
21>0, и ы 
2—10 


—1 2 0|=6:>0. 
о 02 
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Basándose en el criterio de Sylvester, llegamos а la conclusión de que 
la forma cuadrática es definida positiva; por lo tanto, en virtud del 
teorema 2, el punto Py es un punto de mínimo estricto siendo HP) == 


EJEMPLO 5. Hallar el extremo de la función de dos variables 
2=xy2 (6—x—y)4 
SOLUCIÓN. Determinamos los puntos estacionarios; 
zg = 18х19 — Adyt — sa = 4 a 
г == 12y — 2y — 3y = 
de donde xy = 0, уу ~ 0 y Xa = 3, ya = 2. Hemos obtenido dos puntos 


estacionarios P4 (0, 0) y Pa (3, 2). 
Calculemos las segundas derivadas de la función: 


zix = I6xy? — 120%? — бху?, 
гу = 124 — 2 — бу, 
zzy = 30%y — By — хц. 


En el punto P, tenemos 25, = 25, = 0 de modo que 
25524) — (25)? = 0 y queda pendiente el н Ма sobre la existencia 
de extremo en este punto; para resolverlo habrá que recurrir a las 
derivadas superiores. 


En el punto P, tenemos Zzy == —144, 2, = —162 у 25, = --108, 
Queda claro que 2х2, — (čz) >0 е сото 2% < б, еп el punto 
Р, (3, 2) hay máximo "Liendo “тах = 


Hallar los máximos y los minimos de las funciones: 
2. f = (x — 1) — 24°. 
3. =x + yt — 2х% + 4xy — 20°. 


4. |= (х + yee, 


Ите у 
в. Ге >, y >, 2220). 

т. [= х — ху + y — 2х + у. 

8. f -= sen х sen y sen (х + y) ((0<x<xH 0<y<a) 


9. р xh XA (1 ха —2x2— --. — Ху) 
(41 >0, 12 >0, ..., ха > 0). 
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10. Demostrar que la función 2 = (1 + el) cos x — ye” 
tiene una cantidad infinita de máximos y no tiene mínimos. 

11. ¿Será condición suficiente para que la función f (х, y) 
tenga mínimo en el punto М» (Xo, Yo) el que esta función 
tenga mínimo a lo largo de cualquier recta que pase por el 
punto Mp? Considerar la función f(x, y) = (x — y?) X 
х (2x — 1). 

12. Demostrar que (a diferencia de las funciones de una 
variable) incluso para las funciones de dos variables la exis- 
tencia de un extremo único — máximo o mínimo — en un 
recinto D no significa aun que este extremo represente el 
valor máximo o mínimo de la función respecto a todo el 
recinto. Considerar los ejemplos: 

а) 2 = х? — 4 + 2e-*, 

— оо <x < + оо, — о <y <+ о; 

b) 2 = х — 42 + 2xy — 1%, 

D(-5<x<5; —1<у<1). 

13. Sea f (х) una función periódica con período 2л. Entre 
todos los polinomios trigonométricos de grado л 

n 


$+ У; (a cos kx + бу sen kx) 
ht 
determinar, escogiendo convenientemente tos coeficientes a 
y Pa, aquel que ofrece el valor mínimo para el error cuadráti- 
co definido por la igualdad 


= | [г -L- 3 (а cos kx + Ba sen Ёл) ] dx. 
-n kal 


2°. Método del gradiente. Supongamos que es ие hallar el 
mínimo de la función f (x), donde x= (ху, хр, хт). Tomemos 
un punto x? = (xP, x$, - . ., х0) y calculemos. el тайене le la función 
f (x) en este punto 


вна го) У, LA, 


donde ез, ёз, . . ., €, es una base ortonormal del espacio R”. 
Si se tiene атай f (х0) 20, ponemos 
xk = хр — h (grad f (x°), e) (k= 1, 2, ..., m), 


2—01387 
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donde йү > 0 es suficientemente pequeño. Si se tiene grad f (x?) 250, 
ponemos 
xR = x} — ha (grad f (x), е), (ha > 0); 
en general, si se tiene grad f (х"-1) 40, ponemos 
xR = x3 — hp (grad f (x=), ep) 
k=l, 2, ..., M An 2 0). 


Así obtenemos, si se cumplen determinadas condiciones, una su- 


cesión monótona decreciente (f (хл)}. Si хт — Х y x es un punto de 

mínimo de la función f (x), se tiene grad f(x”) — 0 cuando n ~ оо. 
EJEMPLO 6. Hallar el punto de minimo de la función f (x) = х2. 
SOLUCIÓN. Tomemos, por ejemplo, el punto х0 = 1. Tenemos 


grad f (0) = 2x% = 21 40. 
Por eso, ponemos 
x = ж —h2 = | —2h, donde h > 0. 

Tenemos ahora 

grad f (ду = 2 (1 — 2h) 4. 
Sih ++ es grad f (41) 520 y ponemos 

x? == yx — 2h (1 — 2А) = (1 — 24)2 
Continuando este proceso, encontramos 
x= (1 — 2h). 

Es claro que, siendo O < h < 1, se tiene => 0 рага n- оо. El 
punto х = 0 es el punto de mínimo de la función f (х) = х®. Si h = + 
es xt = 0 y grad f (xt) = 0 y obtenemos la sucesión estacionaria (0) 


cuyo límite es el cero, 
EJEMPLO 7. Hallar el punto de mínimo de la función f (х, y) = 


= P4 p. У 
SOLUCIÓN. Tomemos, por ejemplo, el punto (1, 1), osea, tomemos 
х= 1 e y = t. Tenemos 


grad f (1, 1) = 2 + 2j. 
Puesto que grad f (1, 1) 350, ponemos 


TATI @>® 
Tenemos 


grad Р (xt, yl) =2 (1—25) 14-2 (1—28) j + 0 (в + +) 
у, por eso, tomamos 
x? == xt 2h == (1 —- 2h}, 


1 
pora (120143) 
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Continuando este proceso, encontramos 

х® = (1 — 28)", 

y" = (1 — 24), 
de modo que para 0 <h <1 obtenemos una sucesión de puntos 
Mp (x”, y”) convergente al punto М (0, 0) de minimo de la función 
considerada. Es obvio que 
grad f (x®, ул) = 2 (1 — 2h)" 4 -+ 2 (1 — 28) j > 0 cuando л — оо. 
Es asis: g punto (0, 0) es el punto de mínimo de la función f (x, y) = 
“E aplicando el método de gradiente, hallar el punto de mínimo 


de la función 
z= x 49-24 4y +5. 


$ 2. Extremo condicionado 


Sea 2 = f (ху, х, .. -, хл) una función de n variables definida de 
un recinto D del espacio E: 


Supongamos, además, que las variables ху, X» ..., Xp están 
ligadas por (т < п) condiciones complementarias 
Фи (ха, X2 -es Xn)=0, 
та зона A (9 
Фт (ži Xor sees Хп) = 


que se denominan ecuaciones de enlace. 

Sea x = (xf, x9, .. . xi) un punto interior del recinto D. 

Se dice que f (X1, Xa, - . ., Хд) tiene máximo condicionado (minimo 
condicionado, respectivamente) en el punto (х0, х3, ..., x3) si la de- 


sigualdad 
+ Xn) Өй, җ..., х0) 


(la desigualdad f (х;, хә, .. .. Хп) > Г, x, 
te) se cumple en una vecindad del punto (хў, х}, 
los puntos (х, хэ, . . ., Xn) Y (0, 2d, -+ х0) verifig 
de enlace (1). 

EJEMPLO 1. La función z = x? + y* tiene mínimo incondicionado, 
igual a cero, en el punto (0, 0). Agreguemos la ecuación de enlace 
x+ y — 1 = 0; se trata entonces de determinar el mínimo de jas 
Z-coordenadas de los puntos de Ја superficie 2 = x? + y? considerando 
sólo aquellos valores de x y de y que satisfacen la ecuación х + y — 1 = 
= 0. Este mínimo condicionado no se puede alcanzar en el punto 
p 0) pues este último no satisface la ecuación de enlace. Resolviendo 
a ecuación de enlace x + y — 1 = 0 respecto a y e introduciendo la 
expresión obtenida y = 1 — х en la ecuación de la superfície, encon- 
tramos 2 = х? + (Ї — х)?, o sea, obtenemos una función de una 


Fr хь. 


Л), respectivamen- 


‚ Xp) siempre que 
juen las ecuaciones 


variable. Extremándola, encontramos xer = +1 Zmian = > A partir 


9* 
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de la ecuación de enlace, determinamos ger ==. El punto (+ + 7) 


es el vértice de la parábola que corresponde a la intersección del para- 
boloide z = 2? + y2 con el plano x + y — 1 = 0. 

Análogamente se puede proceder en situaciones más generales. 

Supongamos que se busca ej extremo condicionado de la función 
z = f (x, y) siendo q (х, y) = 0 la ecuación de enlace. Supongamos que 
para los valores considerados de x y de y la ecuación ф (x, y) = 0 deter- 
mina y como una función unívoca diferenciable y = ар (x). Sustituyen- 
do y рог y (х) en іа función f (х, y), obtenemos una función de una 
variable x: 2 = f (x, y (х)) = F (х). El extremo (incondicionado) de 
la función F (x) serà el extremo condicionado buscado de la función 
f (x, y) con la condición de enlace q (x, y) = 0. En la práctica este 
método resulta poco cómodo ya que para aplicarlo es preciso resolver 
la ecuación q (х, y) == 0 respecto a una de las variables. 

Para hallar los extremos de la función 2 == f (х1, хо, . . ., Xp) con 
las condiciones de enlace (1) se emplea el método de los multiplicadores 
de Lagrange. 

MÉTODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE. Supongamos que 

1) las derivadas parciales de primer orden de las funciones 


РО, хо, > + 01 Xn) Y Di (Xp Xa -~ o Xn) (0 = L, 2, ~ . ., т) son continuas 
en el recinto D; 
2) m <n, siendo el rango de la matriz (3%) =1,2,....m 
+ dx; 


1=1,2,... п) igual a т en todo punto del recinto D. 
Consideramos una función nueva (función de Lagrange) 


m 
O [+ D ме, 
© 


donde A, son factores constantes indeterminados. 
Después analizamos «l extremo incondicionado de la función 
Ф (A, х, . - -» Xn), O sea, formamos el sistema de ecuaciones 


дФ дф дф 
950 Da ев a 


y, a partir de este sistema y de las m ecuaciones de enlace 
P= =0... Фъ = 0, 


determinamos los valores de los parámetros ^1, Ag, . - ., Am у las coor- 
denadas (ху, Xz, . » +» Xn) de los posibles puntos de extremo. 

Las condiciones (2) son condiciones necesarias de extremo tanto 
para la función de Lagrange como para la función inicial z = 
= Í (ба, X2 -- 0» Am). 

E punto (ЖЛ 1. ә Xp) es un punto de extremo condicionado 
de la función f (х1, Хә. . -s Xp) será a la vez un punto estacionario de 


la función de Lagrange, о sea, en este punto será > 0( = 1,2,... 
<.. n). Para analizar el punto estacionario (x9, 2. хф) en tanto 
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que extremo condicionado de la función de Lagrange Ф(х1, x2, - 
habrá que considerar la forma cuadrática 


nm 
В (ху, dX» ..., dXn-m)}= У diydx; dez, (3) 
i, jei 


o sea, la segunda diferencial de la función de Lagrange, teniendo en 
cuenta las condiciones 


дї де. дФ „ошо (i=l, 2 
буу du+ Dx dzi: ... 4 Dep 2% 0 (i=l, 2, ..., m). 

Si la forma cuadrática (3) es definida, en el punto (xf, x8, . . ., xA} 
tendremos extremo condicionado estricto; a saber, máximo condicio- 
nado estricto si la forma cuadrática (3) es definida negativa, y mínimo 
condicionado estricto si la forma cuadrática (3) es definida positiva. 

En cambio si la forma cuadrática (3) es indefinida, en el punto 
(2, X9, +. ., x%) no habrá extremo condicionado 

Por consiguiente, la existencia en el punto (x9, x$, ..., х%) de 
máximo (mínimo) incondicionado de la función de Lagrange (tomada 
con los valores encontrados para M, Аз, . - ., Am) implica la existencia 
de este punto máximo (mínimo) condicionado de la función z = 
= f (Xi, хь... .› Xa) con las condiciones de enlace 


Ф (X Ma. Xp) 20 (1, 2, ..., т). 


La ausencia de extremo incondicionado de la función де Lagrange 
Ф (xs, хә... ., Хп) no significa aún la ausencia de extremo condicionado 
de la función f (Xy, хо, - >» Xp)! 

EJEMPLO 2. Hallar el extremo de la función 2 = xy con la con- 
dición y —x=0. 

soLución. Formamos la función de Lagrange 


Ф (x, y) = ху +A (y — x) 


Y el sistema correspondiente para determinar A y Jas coordenadas de 
los posibles puntos de extremo 


90 

тти —^=0 

90 

y +40, 
y—x=0. 


La primera ecuación da А == y. Teniéndolo en cuenta, encontramos la 
segunda ecuación x+ у= 0. Es decir, 

x4y=0, ) 

y—x=0. 
de donde х = y = 0 y, además, А = 0. Por lo tanto, la función corres- 


pondiente de Lagrange es Ф (x, y) = xy. La función O (х, y) no tiene 
extremo incondicionado en el punto (0, 0) 


22 CAP. 1. EXTREMO DE FUNCIONES 


Sin embargo, existe el extremo condicionado de la función 
con la condición y = х: en efecto, tenemos en este caso 2 
donde resulta que hay mínimo condicionado en el punto (0, 0). 

EJEMPLO з. Hallar el extremo condicionado de la función 


F(x, y, 2) = xyz 


con las condiciones 
Pla, y, 2) =x+y—2-3=0, 
фа (х, y, 2) =x—y—2—8=0. 
SOLUCIÓN. Formamos la función de Lagrange 
Ф (x, y, 2) = xyz + М (x + y — z — 3) + Aa (x—y—2—8) 
y el sistema de ecuaciones para determinar los parámetros № у А 
y las coordenadas de Jos posibles puntos de extremo 


(4) 


D уем 4de=0, 


Toat uamo, 


(5) 
92 у—м—Мм=0, 

4+y-2—3=0, 

x—y—2-8=0. | 


Resolviendo el sistema de ecuaciones (5), obtenemos 


11 231 u 5 11 
hage hacg E y er 8 ds de 


La segunda diferencial de la función Ф (х, y, 2) es igual a 


PO a, DD 
ва At gr а 0+ 


0x2 


дФ @Ф Фф 
+ уду 4% Y 2 драг de dad 2 руу буй. 
En nuestro caso, 


d'O = 22 dx dy + 2y dx dz + 2x dy dz. (6) 
De las ecuaciones de enlace (4) encontramos 
dx dy—dz=0, ) 


dx—dy—dz=0, 
de donde dx = dz, dy == 0. Introduciendo estas expresiones en (6), 
obtenemos 
В (dx) = 2y de. 
En el punto estacionario se tiene B=—5dx2<0, o sea, еп el punto 


п 5 ШП " 605 
(+ яз» -4) hay máximo, siendo baix = 3 + 
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EJEMPLO 4. Hallar el extremo de із función z = соз? х -- cos y 
con la condición 


q 
y dr 84 
SOLUCIÓN, Formamos la función de Lagrange 


Ф (х, у) =со52 x+ соз? y+À (0—:—4) 


у el sistema de ecuaciones para determinar el parametro % у las voor- 
denadas de los posibles puntos de extremo 


2 = —2соз x sen x—A—0, \ 
y 
ón 
a” —2 cos y sen у--А=0, 
x 
Y 20, 
es decir, 
sen 2x= (7) 
sen 2y = А, (8) 
л 
ихт (9) 
De las ecuaciones (7) у (8) tenemos sen 2х + sen 2y = 0, о sea, 
2sen (x + y) cos (y — х) = 0. (10) 
ps 
Debido a (9), tenemos cos (y — )= 0,2520 y, por eso, de (10) 
resulta sen (х + y) = 0, es decir, 
x+y=tm k=0, +1, +2,... an 
Resolviendo las ecuaciones (9) y (11), tendremos 


тл 


т л 
FE RAR dt 


Determinamos las segundas derivadas de la función Ф (x, y): 
vo oo 
7 —2с052х, Doy =0, 


O 
r Тыныш ы 


En los puntos Pa (Ez, +) se tiene 
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я 


Феу (Овоз ( в — F ) cos ( 104 E = 
= 2с05 247 =2>0. 
Por consiguiente, hay extremo condicionado en los puntos Pz. Además, 
para k = 2n es 
20 
дх2 


—V2<0 


Pon 


y, por eso, en los puntos Pan se tiene máximo condicionado siendo 
para x=2n+1 es 


о sea, еп los puntos Pap+ 1 tenemos mínimo condicionado siendo 
vi 
E legee 
En los problemas que siguen hallar el extremo condicio- 
nado. 
14. f = xy siendo * + p = 1. 
15. f=x4+ 4 siendo +=! 
16. f = xyz siendo x + y + 2 = 5 y xy + yz + 2х = 8. 
17. f = e” siendo x + y =a. 
18. f = 6 — 4х — Зу siendo x? + y? = 1. 
19. / = x — 2y + 2z siendo х + y? + 22 = 9. 
20. f = sen x sen y sen z siendo x + y + 2 = 5, x>0, 
y>0y2>0. 
21. Demostrar la desigualdad 


HA E, пр>1, x>0 e y>0. 
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22. Hallar el valor máximo del producto хугі de cuatro 
números no negativos x, y, z y £ si la suma de los mismos 
permanece constante: х -+ y + z+ t= 4с. 

23. Hallar la distancia mínima del punto M (1, 0) a la 
elipse 4x* + 94° = 36, 

24. Hallar la distancia de la parábola y = x? a la recta 
х—у= 

25. Hallar los lados del rectángulo de área máxima 
inscrito еп la circunferencia x? -+ y? = 

26. Inscribir en la esfera de radio R el cilindro de máxima 
superficie total. 


Capítulo ИП 
EXTREMO DE FUNCIONALES 


$ 3. Funcional. Variación de una funcional y sus 
propiedades 

1°. Definición de funcional. Proximidad de curvas. Sea M una 
clase de funciones y (x). Si a toda función y (x) € M le corresponda; 
según una regla, un número determinado J se dice que en la clase M 
está definida la funcional J y se escribe J = J [y (х)]. 

La clase M de funciones y (x) en la que está definida la funcional 
J [y (x)] se denomina campo de definición de la funcional. 


EJEMPLO 1. Sea M = С [0, 1] el conjunto de todas las funciones 
continuas y (x) definidas en el segmento [0, 1] y sea 


i 
гиле | yde, w 
0 


Entonces J [y (x)] es una funcional de y (х): a toda función y (x) € 
€ CIO, 1] le corresponde un valor determinado J [у (х)]. Tomando en 
(1) funciones concretas en lugar de y (x), obtendremos los valores corres» 
pondientes de J [y]. Por ejemplo, si y (x) = 1, tenemos 


1 
201=$ ldx=1; 
0 
si y (x)=e*, tenemos Р 
дете | еве; 
0 
si y (х) =соѕ nx, tenemos 


1 
d [cosa х] = { cos nx dx = 0. 
0 


1) En adelante, al considerar funcionales integrales, escribiremos 
en el integrando y en lugar de y (х), у’ en lugar de y" (х), y etc. 
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EJEMPLO 2. Sea М = С; la, b] la clase de funciones у (х) que 
tienen derivada continua en el segmento la, b} y sea 


J ly (х)] = y' (хо), donde xp €la, bl. 

Queda claro que J [y (х) es una funcional definida en la clase de 
funciones señalada: a toda función de esta clase le corresponde un 
número determinado, el valor de la derivada de esta función en el 
punto fijo Xy. 

кые por ejemplo, а= 1, b=3 у х= 2, tenemos para 
рб) = х 

J |38] = 2х1. = 
para у(х) = х + 1 encontramos J {2245 1 = 4 y para у(х) = 
= In (142) tendremos J {ln (1+ l= lo 
lx lx-2 3 
EJEMPLO 3, Sea М = С [—1,‚ 1] la clase de funciones y (x) con- 

tinuas en el segmento [—1, 1] y sea Ф (х, y) una función definida y 


continua para todos los —1 < х < 1 y para todos los valores reales 
de y. Entonces, 


1 
тшо | т ndr 
а 


será una funcional definida de la clase de funciones indicada. Рог 
ejemplo, si Ф (х, y) = тїт para la función y (x)= х tendremos 


1 

xdx 
Д] = \ iFa =0 y para y(x)=1+x 
tendremos 


1 
IU+tx]= f mey =n Y B—arctg 2. 
я 


EJEMPLO 4. Sea M = C; (a, b) la clase de funciones y (х) que tienen 
derivadas continua y' (x) en el segmento (а, b}. Entonces 


b 
лив | VTF dx o 
> 


será una funcional definida en esta clase de funciones. Desde el punto 
de vista geométrico, la funcional (2) representa la longitud del arco 
К on y = y (x) cuyos extremos son los puntos A (a, y (a)) y 
‚у (&)). 
kaSe denomina variación o incremento $у (х) del argumento y @ 
de la funcional Y [y (х)] la diferencia entre dos funciones y (x) e yo {Х) 
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pertenecientes a la clase considerada M de funciones: 


ôy (2) = y (2) — yo (x) '). 
Para la clasc de funciones А veces diferenciables tenemos 
(Sy) ® = бу (х). 


Diremos que las curvas y = у (x) e y = y (х) definidas en el 
segmento fa, б son cercanas en el sentido de proximidad de orden nulo 
si es pequeña en |а, 5) la magnitud | y (x) — у; (x) |. Desde el punto 
de vista geométrico, esto significa que son próximas las ordenadas 
de dichas curvas en (a, b). 

Diremos que las curvas y = y (x) e y == y, (x) definidas en cel 
segmento fa, Al son cercanas en el sentido de proximidad de primer orden 
si son pequeñas en la, b} las magnitudes | y (х) —y (х)! y 
|у (x) — yi (x)| Desde el punto de vista geométrico, esto significa 
que en la, bl son próximas tanto las ordenadas de dichas curvas como 
las direcciones de sus tangentes en los puntos correspondientes. 

Las curvas y = y (x) e y = y, (x) son cercanas en el sentido de 
эде ОК а ше, 51 EL pal en (a las ma чн 

x) уа (х) Л. 104001... 14% (х) — y (а) 1. 
Si las curvas son cercanas en el sentido de Sei de k-ésimo 
orden, con mayor razón lo serán en el sentido de proximidad de cual- 
quier inferior. 


EJEMPLO 5 La curva y (x) = con п suficientemente grande 


y la curva y, (x) =. 0 son cercanas en [0, z} en el sentido de proximidad 
de orden nulo ya que 


sen лах 
п 


senn? х 1 
AA <->, 
osea, el valor absoluto de esta diferencia es pequeño en todo el segmen- 
to 10, л] si п es suficientemente grande. 

No hay proximidad de primer orden ya que 


Ly (2) — yi (x) | = n | cos n?x | 


у, рог ejemplo, en los puntos x = z tendremos | y” (x) — yi (x) 1 = 


= n, osea, | y’ (х) — у, (0) | puede resultar tan grande como se quiera 
si n os suficientemente grande. 
EJEMPLO 6. La curva у(х) = mn conn suficientemente grande 


y la curva y, (х) = 0 son cercanas еп [0, л} en el sentido de proximidad 
de primer orden ya que tanto 


sen fx 
n2 


€ 1 
> n 


iy y ю=| 


1) Para abreviar, en lo que sigue escribiremos simplemente бу 
en lugas de бу (x). 
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como 
1 


was |<z 


son pequeños. 


Determinar el orden de proximadad de las curvas en los 
problemas que siguen. 


cos nx 


27. уо) = рт е и, (х)==0 еп [0, 2л]. 


28. у(х) = 215. е у(х) = 0 en (0, a). 


г 
29. у(х) =зеп-2 е y(x)=0 en [0, 1). 


Se denomina distancia entre las curvas у = y (х) e у = у (х) 
(а < х < b), donde y (х) e y, (x) son funciones continuas en [a, 5), 
el número no negativo р igual 
al máximo del módulo | у (2)— y мал) 
—y (x)| еп el segmento = 
аѕх< b: 


рери (х), y W= 
= mz у (к) =y w) l- 


EJEMPLO 7. Hallar la dis- 
tancia p entre las curvas 
уб) = х еи (ж) = ж en el 
segmento [0, 1] (ig. 1). 

SOLUCIÓN. Según la defini- 
ción p= máx | xx |, osea, 


Fig. 1 


xs 1 
= má (х — х2). La fun- 
р Д (к — 4). La 
ción y = x -- x? se anula en los extremos del segmento (0, 1]. 
Determinemos el máximo de la función y = х — х? en el segmento 
enemos 
И=1—%х e y=0 ризх=-- 


de modo que 


1 


En los problemas que siguen hallar la distancia entre 
las curvas en los segmentos indicados. 
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30. y (x) = хе e ш (х) = 0 en 10, 2]. 


31. у(х) = ѕеп2х е (х) = ѕепх еп [o, 5 


32. у(х) = х е д (х) = Іп х еп ler, el. 


Supongamos que las curvas у = y (х) e y = y (х) tienen en el 
segmento [a, b] derivadas continuas de orden л. 
Se llama distancia de n-ésimo orden entre las curvas y = y (х) 
e y = y; (x) el mayor de los máximos de las expresiones 
1 из (х) — 0 (0) |, 1 Ё у аи (х) 1, Ly (0) — у" (х)1 
el segmento [а, bj. Representemos esta distancia asi 
Pn = Pri) y a= máx тах | yP (х) e yh (9) 1. 
OSién  а<х=ё 


Desde este punto de vista se puede interpretar la distancia definida en 
la pág. 29 como distancia de orden nulo. 

esempLo 8. Hallar la distancia de primer orden entre las curvas 
y (х) = x? e уу (x) = x° en el segmento 0 < х < 1. 

SOLUCIÓN. Calculemos las derivadas de las funciones dadas: 
Y (x)= 2x e ур (x)= 3x y consideremos las funciones ya (х) = 
= xt — X е ya (x) == 2х — 322. Determinamos sus máximos valores 
en el segmento [0, 1). Tenemos y4 = 2х — 3x. 


ск 
3 
Fig. 2 


Igualando esta derivada a cero, encontramos los puntos estacio- 
narios de la función уз (х) : ху = 0y Xp = F Ahora bien, ya lp =0 


4 


а! =g el valor de ya (x) en el extremo de la derecha es 
sæ 
З 
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ya (1) = 0. Por eso, 

ро= тах |x3—x2|= тёх E 28 
Dex<! 0<х<1 21 

Determinamos ahora la distancia Po de orden nulo entre las derivadas 

y (х) = 2x e уз (х) = Зх: 


To= måx [ya 0) ]= máx |2х— 32. 
Pe едш: 01 E | 


Consideremos el gráfico de la función ys = | 2x — 3х2 | (fig. 2). Puede 
verse de él que Pp = 1. Por consiguiente, la distancia р de primer 
orden entre las curvas y (x) = х e y, (х) = X será igual a 


pı = máx (Po, Po) = l- 


33. Hallar la distancia de primer orden entre las curvas 
у(х) = In x e ya (х) = x en el segmento le”, el. 
34. Hallar la distancia de segundo orden entre las curvas 


y (x) = x e y (x) = —cos x en el segmento [o, 3] 


35. Hallar la distancia de 1001-ésimo orden entre las 
curvas y (x) = е e y, (x) = х en el segmento 10,1). 


Se llama e-vecindad de n-ésimo orden de la curva у= у(х) 
(а < x < b) el conjunto de las curvas y = ya (х) cuyas distancias de 
n-ésimo orden a la curva y = y (х) son menores que €: 

юл = Only (0), Y ()] < е. 

La e-vecindad de orden nulo se denomina e-vecindad fuerte de la 
función у = y (х). 

La e-vecindad fuerte de la curva y = Y, (x) está formada por todas 
las curvas comprendidas en la franja de 2e de anchura construida a 
partir de la curva y = y (х). 

La e-vecindad de primer orden se denomina e-vecindad débil de 
la función y = у (х). 

2%. Continuidad de una funcional. Una funcional J [y (x)] definida 
en la clase M de funciones y (x) se llama continua en y = yo (х) en 
el sentido de proximidad de n-ésimo orden si cualquiera que sea el 
número e >0 existe un número y >0 tal que la desigualdad 
14 fy (91 — J lyo (x)] 1 < е se cumple para todas las funciones admi- 
sibles y = y (x), o sea, para todas las funciones que satisfacen las 
condiciones 


Пу 0) —ю(®%1< 14 9 (01 < -- 
co 19) – И О) < 
En otras parabras, si se tiene | J [у (х)] — 4 lgo (JJ | < e siempre que 
Pa ly (х), Ye O} < т. 
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Toda funcional que no sea continua en el sentido de proximidad 
de n-ésimo orden se denominará discontinua en este sentido de proxi- 
midad. Poniendo 


уф (а) = 000 (х) + a0b () (4=0,1,2,....m, 


donde a es un parámetro у w (х) es una función cualquiera de la clase 
M, podemos persuadirnos de que 


lim y% ()=yP (х) (= 0, 1, 2,..., л) 
2-0, 


у, por eso, podemos definir la continuidad de la funcional J [y (x)] 
en y = yo (x) de la forma siguiente 


Шил lyo (х) +оо (х)] =] [Yo (51. 


EJEMPLO 9. Demostrar que la funcional 


1 
H 


200 (01 = } (y +24") ах 


considerada en el espacio С; [0, 1{ es continua en la funcian yo (х) = х 
en el sentido de proximidad de primer orden. 

SOLUCIÓN. Tomemos un número cualquiera е >0 у demostremos 
que existe un número y > 0 tal que | J ly o — J [x] < e siempre 
que | y (х) — x| <n y ly (х) —11 <n. Tenemos 

1 


Г 0)1— 2 ы f (y+2y' —x—2) dx |< 
0 


1 1 
< f ly—rldr+2 | Ги Пах. 
0 


Tomemos т=з Entonces, para todas las funciones y (х) ЄС, [0, 1) 
tales que 
WWA=1<F е и 


tendremos 
LJ ly (91—/]<we. 


Es decir, para todo e >0 existe un número y > 0 (por ejemplo, 


1=3) tal que | J [y (0)] — J [x]1 < e siempre que рү ly (х), x} < 


< 1. Pero, según la definición, esto significa precisamente que nuestra 
funcional es continua en la función yo (x) = x en el sentido de proxi- 
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midad de primer orden. Es fácil ver que esta funcional es continua e 
el ¿noo de proximidad de primer orden en cualquier curva y (x) 
E 0,1]. 

"амрго 10. Consideremos la funcional 


J ly (01 = и (к), 


donde las funciones y (х) € Сл la, b] y xo Ela, p 

Esta funcional es discontinua en el sentido de proximidad de 
orden nula en cualquier función y (x). Efectivamente, escogemos Q (x) 
de modo que Ф' (хо) = 1 y que | Ф (x)| < n en el segmento la, b). 
Consideremos la función у (х) = yo (х) +9 (х), donde yo (х) € 
ЄС, |а, b]. Entonces tendremos И (хо) = ys (хе) + l. Es obvio que 
P [у (x), Yo (x)] < т, o sea, que las curvas y (х) € yo (x) son cercanas en 
el sentido de proximidad de orden nulo. А! mismo tiempo J ly (1 — 
— J [yo (х)] = 1, es decir, los valores de la funcional no son próximos 
por cercanos que sean, en el sentido de proximidad de orden nula, los 
argumentos y (x) е yo (х). 

Hablando con más precisión, existe un в > 0 (рог ejemplo, cual- 
quier e < 1) tal que para cualquier y > 0 existirán funciones y (x) 
para las cuales 

о [у (ж), lo (0) < т y, sin embargo, | J [y УЙ — J lyo (011 > е. 
to significa precisamente que la funcional J (y (x)] es discontinua 
en el sentido de proximidad de orden nulo. 

Demostremos que esta funcional es continua en el sentido de 
proximidad de primer orde +. 

Tomemos un е > 0 cualquiera. Tendremos 


LY ly (0) — Y lyo O = 1 y (o) — yo (o) 1. 
Queda claro que tomando т = е tendremos 
17 ly (9) —J [go Т < e 


siempre que р; [у (х), Yo (х)] < N que es lo que se quería demostrar. 
Este ejemplo permite ver que de ta continuidad de la funcional en el 
sentido de proximidad de n-ésimo orden no implica, hablando en tér- 
minos generales, su continuidad en el sentido de proximidad de orden 
inferior. 
EJEMPLO 11. Consideremos la funcional 
z 


льо) | ах 
0 
definida ел el espacio С; {0, л]. Demostremos que es discontinua en la 
función yo (x) = 0 en el sentido de proximidad de orden nulo. 
sen nx 


En efecto, sea Yo (2) = 0 en [0, л] y sea yn (х) = . Enton- 
ces, polyo) Yn m=+ de modo que ро —> 0 cuando л — оо. 


3—01 387 


34 CAP. П. EXTREMO DE FUNCIONALES 
Por otro lado, la diferencia 


cos? nx 
п 


Р 
| 
0 


а= 


no depende de n. Es decir, J [gn (х)] no tiende hacia J [gp (х)] = 0 
cuando n ~+ со y, por consiguiente, nuestra funcional es discontinua 
en la función yo (x) = 0 en el sentido de proximidad de orden nulo. 

Proponemos al lector demostrar que esta funcional es continua 
en la función yo (х) = 0 en el sentido de proximidad de primer orden. 


Analizar la continuidad de las funcionales siguientes 


36, J ly (х)1 = y (xo), donde y (x) € C la, bì y xo € la, bl, 
en el sentido de proximidad de orden nulo 

37. J [y (x)] = máx | y (х) |, donde y (х) son funciones 
continuas en el segmento la, b], en el sentido de proximidad 
de orden nulo. 


Y si у(х) toma al menos un valor negativo, 
J ty (x) = + si y(x)=0, 
1 зі y(x)>0 e и(х) 520, 


en el sentido de proximidad de orden nulo 
і 
39. ли01= | 10 | dx, donde las funciones y (х) 
0 
tienen primera derivada continua en el segmento [0, 1): 


a) en el sentido de proximidad de orden nulo; 

b) en el sentido de proximidad de primer orden. 
z 

40. Jiy(01=| VTF? dx en la función yo (х) = 0, 
0 

donde у (х) € С, [0, л]: 0 

а) en el sentido de proximidad de orden nulo; 

b) en el sentido de proximidad de primer orden 
Р 

а. лил { (14-2572) dx en la función y (х) = 0, 
о 
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donde y (х) Є С, 10, л], еп el sentido de proximidad de 
primer orden. 
EJEMPLO 12. Demostrar que la funcional 
1 
ги {| жута 

0 
definida en el conjunto de tas funciones y (x) € С (0, 1] es continua 
en la función у(х) = x* en el sentido de proximidad de orden nulo. 


SOLUCION. Pongamos y (x) = x? + an (х), donde n (x) € C [0, 1) 
у Q es tan pequeño como se quiera, tenemos 


1 
200 0917 ра + алп (д1 = | з Уа галу? dx = 
0 


{ 
= | зур Зах Pam ах. 
b 


Pasando al límite cuando æ -» 0, obtenemos de esta igualdad 
+ 
ит J= | 2 УТ асра] 
аз! 
v 


Jo que equivale a la continuidad de la funcional en la función 
Yo (х) = х2, 

DEFINICIÓN. Sea M un espacio lineal normado formado por las 
funciones y (x). 

La funcional L [y (x)] definida en el espacio M se denomina 
lineal si satisface las condiciones 


1) L ley (x)] = cL {у (2)), 
donde с es una constante cualquiera y 
2 Lin ()1+ ya COA = L lys (х)1 + L ya (3), 


donde y, (х) Є М е ya (х) Є М. 
Por ejemplo, la funcional 


b 
шш) | + 
2 


definida ел el espacio С; fa, Б] es, obviamente, lineal. 
EN 
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Existe otra definición de funcional lineal: 
La funciona! L [y (x)] se denomina lineal si 1) es continua y 2) satis- 
face la condición 


Ll () + Ya 09) = L fín (9) + L [9 (91 
cualquiera que sean у; (х) Є М е ya (3) Є М. 


42. Demostrar Ja equivalencia de las dos definiciones de 
funcional lineal. 

43. Demostrar que la funcional L [y (х)] = y (хо) es lineal. 

44, Sea L [(y (x)] una funcional lineal. Demostrar que si 


la razón Т9 > 0 cuando |у (х) II >0, es L ly (x)] = 0. 


3°. Variación de una funcional. Sea J [y (x)] una funcional defini- 
da en el conjunto M de funciones y (x). La magnitud 


AJ = AJ (y (91= T ly (2) + И — / ly (01 
(By = p (x) — y (x), donde y (x) € Me y (x) € M) 


se denomina incremento de la funcional J {у (x)] correspondiente al 
incremento бу del argumento. 
EJEMPLO 13. Hallar el incremento de la funcional 


4 
Ily = | yy as 
0 


definida en el espacio С; la, 5] si y (х) = x e y (x) = x. 
SOLUCIÓN. Tenemos 


1 1 1 
A= m= | £ 2xds— f РАТА f (003—2) dx=0. 
0 0 0 


45. Hallar el incremento de la funcional del ejemplo 13 
siendo y (x) œ e y (х) = L 


DEFINICION. Si el incremento de іа funcional J [y (x)} 
AJ = J ly (х) + 6yl — Y ly (91 
se puede representar en la forma 
AJ = L [y (2), 801+ В (y (2), 89) ll Sy ll. 
donde L [y (х), 801 es una funcional lineal respecto a бу y В (y (x), бу)-> 


=+ 0 cuando | бу || > 0, entonces la parte del incremento lineal res- 
pecto a бу, o sea, L [y (x), бу], se llama variación de la funcional y se 
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representa por 87. Se dice en este caso que la funcional J [y (x)] es 
diferenciable en el punto y (х). 5 : 

46. Demuéstrese que la variación ôJ de la funcional 
J [y (x)] se determina univocamente (si es que existe). 


EJEMPLO 14. Demuéstrese que la funcional 
3 
ЈУ) = f y dr 


a 


definida en el espacio C la, b] es diferenciable en todo punto у(х) 
de este espacio. 


SOLUCIÓN. Tenemos 
AJ =J ly (2) +6y] — Y ly = 


è b b 
= \ Wty ds — | у= Г 
a a a 


b 
Es decir, AJ = їв dx. Pero ésta es una funcional lineal respecto 


a 
a бу. Todo el incremento se ha reducido en nuestro caso a una funcional 
lineal respecto a бу. La funcional conciderada es diferenciable en todo 


punto у(х) y su variación es $/ = f ôy dx. 
а 
47. Demostrar que toda funcional J ly (х)! lineal continua 
es siempre diferenciable. 


EJEMPLO 15. Demostrar que la funcional 
3 
100 = (аак 
а 


definida en el espacio С (а, b] es diterenciable en todo punto y (х). 
SOLUCIÓN. Tenemos 


b b b b 
а= | +09? а | ar [avoyar+ È бигах. (9) 
> Е Т а 


Еп el último miembro de (3) la primera integral representa la funcio» 
nal lineal respecto a бу cualquiera que sea la función fija y (x). Esti- 
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memos la segunda integral de este miembro. Tenemos 
b b 
| вигак | 169 ar< 
a а 
b 
< ( máx аи | de=6—0 dy ¡P=10—0) 15911111541 
aLx<b $ 
Si [бу] —— 0, la magnitud 
{b — a) | бу > 0. 
Es decir, hemos logrado representar el incremento AY de la funcional 
como la suma de L (y (х), бу} ўы una magnitud infinitésima de 


segundo orden con respecto а Y, 1. Según nuestra definición, la 
funcional considerada es diferenciable en el punto y (х) y su variación es 


b 
6/=2| ушуй. 


1 
48. En la funcional J ly (x)] = {ах tomar у = 2х 

0 
y ёу = ax”; comparar ôJ у АЈ рага а = 1; —0,1 y 0,01. 
49. En la funcional Ј [y (x) = {хах tomar у = Є y 


0 
бу == ax; comparar AJ у 87 para a = 1; 0,1 y 0,01. 

50. Analizar si son o no diferenciables las funcionales 
siguientes: 

1) Y [у (x)] = y (a) en el espacio C la, bl. 

2) J ly (х) = y (a) en el espacio С, la, b). 

3) J ly (91 = V T +y” (а) en el espacio C, la, bl. 

4) J ly (х) = | y (a) | en el espacio Cla, bl. 

51. Demostrar que la funcional J? ly (x)] es diferenciable 
si lo es J [y (x)]. Hallar la variación de J? [(y (x)l. 

52. Sea F (x, y) una función continua de sus argumentos 
con derivadas parciales continuas hasta de segundo orden 
inclusive en el recintoa < х < b, —оо <y < -+ оо. Demos- 
trar que la funcional 


b 
10901 } Р(х, y dx 
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definida en el espacio С la, b] es diferenciable y que su varia- 
ción es 


OF (x, 
$J= EL oy ax. 


ear 


EJEMPLO 16. Consideramos la funcional 
b 
иа | Р(х, у, ёз» 
a 
definida ел el espacio С, la, 5] de funciones y (x) que son continuas 
en el segmento fa, 2] y que tienen en él derivada continua de primer 
orden. La función F (x, y, y”) es continua cto a todos sus argu- 


mentos y tiene derivadas parciales continuas hasta de segundo orden 
inclusive en el recinto 


ах, —œ <y < фо, —=<у < +o. 


Determinamos el incremento AJ de la funcional correspondiente al 
incremento бу del argumento siendo бу € С, fa, bl. Tenemos 


b 
AJ y= | (Pto yty y HF (a уйй. 0) 
Н 


Según la fórmula de Taylor 
Р(х, 0-60, y +007) Р (x, y, y)= 
дЕ дЕ , a 
=з уЗу В (к, Y y, бу, dy), (5) 


donde R (x, y, y”, бу, Sy”) es el término complementario de їа fórmula 
de Taylor. Introduciendo (5) en (4), obtenemos 


b b 
E AN 
і А 


El primer sumando en el segundo miembro de (6) es lineal respecto a 
бууу бу". Supongamos que las segundas derivadas parciales de la 
función Р, (х, y, y”) respecto a y e y' no pasan, en valor absoluto, de una 
constante M > 0 en un recinto acotado respecto a y e y'. Tendremos 
entonces 

b 


b 
f IR (%, y, y, By, 60) | dx < 2M | 1164 11? 4х==2М (b—a) || ôy 12. 
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donde || бу | = máx (1 641, 18y' 1). Por consiguiente, el segundo 
дз 


ахх 
sumando del segundo miembro de (6) es una infinitésima de segundo 
orden respecto a || бу |. Es decir, en virtud de la definición, la funcio- 
na) J [y (x)] es diferenciable en el espacio С; (а, b) y su variación es 


b 
дЕ дЕ 
м=| $у %#+ зу 5и) а @ 
2 
eyempLo 17. Hallar la variación de la funcional 


4 
либ | иени ах. 
и 

SOLUCIÓN. La función F (x, у, n = у'еу + xy? es, evidentemente, 
continua respecto a todas las derivables x, y e y” en conjunto y sus 
derivadas parclales de cualquier orden respecto a y e y' son acotados 
en cualquier recinto acotado de variación de я e y”. Por esto, la funcio- 
nal considerada es diferenciable en С; [—1, 1) y, según la fórmula (7), 
su variación es 

1 


= 10е +-2xy) dy + ебу ах. 
а 
53. En la funcional 


либ | ио ах 
3 


kx—D 
4—1 


tomar у=1пх y бу= ; comparar АЈ y ôJ para 


k= 1; 0,1 y 0,01. 
54. En la funcional 


1 
J= | 002—2) ах 
0 


tomar y = x? у бу = kx"; comparar АЈ y ôJ рага k = 1; 
0,1 y 0,01. 
Ж 
55. En la funcional J [y (x)] = fy” sen x dx tomar y = 


0 
== зеп х у бу = k cos x; comparar АЈ y ôJ рага k = —1; 
0,3 y 0,03. 
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56. Las derivadas parciales de segundo orden de la fun- 
ción F (х, 21, 22, - - ., Zm+1) respecto a todos los argumentos 
son continuas en el recinto a < x S b y — оо < Z} < -+ оо 
(6 = 1,2, ..., m+ 1). Demostrar que la funcional 


b 
J= | FE y, -a 4%) de 


es diferenciable en el espacio Cm la, 5] y que su variación es 


b 
or дЕ дЕ т, 
8J ПЕ бу ву... gar ВИ Јак. 


4°. Segunda definición де la variación de una funcional. Se Пата 
variación de la funcional J ly (х)] en el punto y = y р) el valor que 
toma en a = 0 la derivada de la funcional J ly (х) + aby] (considera- 
da en tanto que función de œ) respecto al parámetro œ; 


ы =È ly (9489) lao. 


Si existe la variación de la funcional en tanto que parte principal 
lineal de su incremento (o sea, si existe la variación en el sentido de 
la primera definición), también existe la variación en tanto que valor 
en œ = 0 de la derivada respecto al parámetro æ y ambas variaciones 


coinciden. 
EJEMPLO 18. Empleando la segunda definición, hallar la variación 


de la funciona! 
b 
J шол f g dx. 
a 


soLución. La variación de esta funcional en el sentido de la pri- 
mera definición es 


ò 
ыз | убу 
Ч 


(véase el ejemplo 15). Determinemos la variación de la funcional 
J [y (x)] basándonos en la segunda definición. Tenemos 


b 
либо = } (+ обу dx. 
3 
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Por eso, 
А ь 
da /!# 00) +40012 f (y+ aby) бу dx 
a 
de modo que 
b 
д 
d =I y (0 +адиа =? | soy dz, 
2 
Las variaciones de la funcional en el sentido de la primera y de 
la segunda definiciones coinciden. 


Para las funcionales que siguen hallar, en los espacios 
correspondientes, sus variaciones en el sentido de la segunda 
definición. 


57. J(y(x)= | (x+ y) dx. 


58. Jly(x)1= | (02—072) dx. 


ao 9с 


1 
59. 000107 (0) | (y+ y dx. 
0 


60. JIy(2)1=| y sen ydx. 
0 


Е. J lyn Yar <->" Yal = | FO Yo Yer <> Yn Ya Ya > 


eo 


-~s Yn) de, 


donde F es una función continua de sus argumentos y sus 
derivadas parciales respecto a todos los argumentos son 
continuas en un recinto acotado G de variación de los mismos. 


OBSERVACIÓN. La segunda definición de la variación de una fun- 
cional es en cierto sentido más amplia que la primera pues existen 
funcionales que tienen variación en el sentido de la segunda definición 
aun cuando no se pueda despejar la parte principal lineal en el incre- 
mento de las mismas. Para explicarlo recurriremos a las funciones; 
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en este caso nuestra afirmación equivale a que la existencia de las 
derivadas en cualquier dirección no basta para la existencia de la dife- 
rencial de la función. 
Sea 
ху p 
Нох, = =5 80%, (024-02 +0), 
(х, y) VAFA? 29, + 


donde р у Ф son las coordenadas polares del punto (x, y). Las derivadas 
parciales 27 Er] existen en todo punto y son iguales a cero en el origen 


de coordenadas; sin embargo, no existe la diferencial df en el origen 
de coordenadas. Efectivamente, supongamos que df existe. En este 
caso el gradiente de la función f seria igual a cero en el origen de coor- 


denadas y, poreso, la derivada @ © 0) en cualquier dirección también 


seria igual a cero. Pero es fácil persuadirse de que 


df(0, 0) _1 
A 79149 
lo que, en general, es diferente de cero. Agui p es el ángulo entre el 
vector [ y el eje Ox. 


5°. Segunda variación de una funcional. Una funcional J [x, y) 
dependiente de los elementos x e y (que pertenecen ambos a un espacio 
lineal) se denomina bilineal si es una funcional lineal en pres de 
fijo y una funcional lineal en x para y fijo. O sea, la funcional J [x, y] 
es bilineal si 


Y lat + Qata, y] = 044 1а, y) + aad (хо, yl, 
J ix, бил + Bayal = Вал Lo, y) + Bad lx, yal 


Poniendo en la funcional bilineal у = х obtenemos la expresión 
У {х, x} llamada funcional cuadrática. 

Toda funcional bilineal definida en un espacio de dimensión 
finita se denomina forma bilineal. 

Una funcional cuadrática J (х, х] se denomina definida positiva 
si J [x, х) > 0 cualquiera que sea el elemento no nulo х. 

Por ejemplo, 

1) la expresión 


è 
г й= | Axan 
a 
donde A (f) es una función continua fija, representa Una funcional 


bilineal en el espacio C [a, b] mientras que la expresión f A (0 x? (f) dt 


representa, en este mismo espacio, una funciona) cuadrática que resulta 
definida positiva si A (f) > 0 para todo ЃЄ la, b); 
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2) la expresión 
b 
Jis х= \ 1A @) x? (0+B(0 x (£) x (1) +0 (1) 202 (1)] de 
a 
es un ejemplo de una funcional cuadrática definida para todas las 
funciones pertenecientes al espacio С; la, b]; 
3) la expresión 
hb 
зки} | Ke охоо dt, 
aa 
donde K (s,f) es una función fija de dos variables, representa una tun- 
cional bilineal en С la, 2]. 

DEFINICIÓN. Sea J [y(x)] una funcional definida еп un espacio 
lineal normado. Diremos que Ја funcional J [y (x)} tiene segunda 
variación si su incremento АЈ = J [y (х) + бу] — J [y (х)} puede 
ser representado en la forma 


AJ =L [dyl +y La 1991401184 |, 


donde L; [бу] es una funcional lineal, La [бу] es una funcional cuadrá- 
tica y Ё-> 0 cuando || бу || — 0. 
La funcional cuadrática Lz [8у) se denomina Spin variación 
(о eginda diferencia?) de la funcional J [y (x)] y se designa рог 8%. 
a segunda variación de una funcional se determina univocamente 
(si es que existe). 
EJEMPLO 19. Hallar la segunda variación de la funcional 


1 
ли 01= | (0) dx 


definida en el espacio C, [0, 1} de las funciones y (x). 
SOLUCIÓN. Tenemos 
AJ = J [y (0) 601—2 [y O = 


$ 
= | ai de 
0 
1 
= | aby e 0320 +34 OPON dx= 
Ч 


1 + 1 
= | @хбу-+зузгууах + | ребиз бинага (иав. (8) 
0 o ә 
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Fijemos y (x). El primer sumando del último miembro de (8) será 
entonces una funcional lineal respecto a бу; el segundo sumando de 
este miembro será una funcional cuadrática; finalmente, el último, 
tercer, sumando de este miembro puede ser estimado así 


1 1 1 
| (визави 17 | 194 tar< (f 1941 ax) novie 
ò o 0 

(la norma se toma en el sentido del espacio C4 (0, 1)), o sea, podrá ser 
representado en la forma $ [| бу 12, donde В —> 0 cuando || бу 1 — 0. 
Por definición, para nuestra funcional existe la segunda variación 
627 igual a 

1 


$4 =2 | [x (Sy)? +34 (6y')*] dx. 


62. Hallar la segunda variación de una funcional cuadrá- 
tica. 
63. Hallar la segunda variación de la funcional её) 
siendo F (y) una función dos veces diferenciable. 
64. Demostrar que las funcionales de tipo 
b 


либ | Р(х, y, /)ах 


definidas еп el espacio С, [a, Б) son dos veces diferenciables 
si la función integrando F tiene derivadas continuas hasta 
de tercer orden inclusive. Hallar la fórmula para la segunda 
variación. 

Consideremos la función Ф (а) = J [y (х) + 084]. La segunda 
variación 6/ de la funcional J ly (x)] se define también mediante el 
valor de la segunda derivada de la función Ф (a) en el punto a = 0: 
а2Ф (о) 

da? la 


Para las funcionales de tipo integral (que predominarán en nuestras 
consideraciones) ambas definiciones coinciden. 


62/ = 


Hallar la segunda variación. 
b 


65. J[y(x)]= \ Е (х,у, у, +. y) dx. 


2 


46 CAP. 11. EXTREMO DE FUNCIONALES 


в. Jle (x, й1= | | Р(х, y, 2, г, 2y) dx dy. 
G 
b 


67. J lyu Ya <<< Yal = | Fe, ЕУ oea Е ена 
2 


.- -s Yn) dx. 


6°, Extremo de una funcional. Condición necesaria de extremo. 
Diremos que la funcional J [y (x)] alcanza su máztmo en la curva 
y = yo (х) si los valores que toma la funcional J [y (x)] en cualesquiera 
curvas próximas a y = уо (х) no son mayores que J [yo (х)], o sea, si 


АЈ = J ly (x)) — Y [yo W) < 0. 


Si AJ <0 y АЈ = 0 sólo para у (х) == yo (х), diremos que se 
alcanza máximo estricto en la curva y == yo (x). 

Análogamente se define la curva y = yo (x) en la que se alcanza 
un mínimo. En este caso se tiene АЈ > 0 para todas las curvas próxi- 
mas a [а curva y = Yo (х). 

EJEMPLO 20. Demostrar que la funcional 


1 
льо | ^+) 
0° 


alcanza mínimo estricto en la avay (х) = 0. 
SOLUCION. Cualquiera que sea la función y (х) continua en {0, П, 
tenemos 
1 


1 1 
Al=Jly | она { ad= $ ydr >t; 
0 0 0 


además, el signo de igualdad se da sólo para y (x) = 0. 
EXTREMOS FUERTE Y DÊBiL. Diremos que la funcional J [y (x)] 
alcanza su máximo relativo fuerte en la curva y = Yo (x) si 


J {у 69] < 4 (ио (01 


para todas las curvas admisibles у = y (х) pertenecientes a una g-vecin- 
dad de orden nulo de la curva y = Yo (9 Análogamente se define el 
minimo relativo fuerte de una funcional. 

Diremos que la funcional J [y (x)} alcanza su máximo relativo débil 
en la curva y = Yo (х) si 


Y ly (9) < Y [yo (01 


para todas las curvas admisibles y = y (x) pertenecientes a una е-уе- 
cindad de primer orden de la curva y = yo (х). Análogamente se define 
el mínimo relativo débil de una funcional. 
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Los máximos y mínimos (fuertes y débiles) de ја funcional 
J [y (x)| se denominan extremos relativos. 

Todo extremo fuerte es al mismo tiempo extremo débil pero no 
viceversa. 

El extremo de la funcional J [y (x)] referente a la totalidad de las 
funciones en las que está definida la funcional se denomina extremo 
absoluto. 

Todo extremo absoluto es al mismo tiempo extremo relativo fuerte 
y débil pero no todo extremo relativo será extremo absoluto. 

EJEMPLO 21. Consideremos la funcional 


А 
пире | оиа 
0 


en el espacio de funciones y {x} € С; [0, л] que satisfacen la condición 
y (0) = y (л) = 0. En el segmento [0, л} del eje Ox hay minimo débil 
de J. En efecto, tenemos / = Osi y = 0; por otra parte, para las curvas 
pertenecientes a una e-vecindad de primer orden de este segmento, 
donde e es cualquier número positivo menos que 1, se tiene | у | < 1 
de modo que el o es positivo para y 0 y, por consiguiente, 
la funcional se anula sólo si y = 0. Es decir, la funcional alcanza 
mínimo débil en la curva y = 0. 
Minimo fuerte no hay. Basta tomar 


стае пг 


Еп este caso 


д 
ШЇ en=+ \ sen? nx (1 —n cos? nx) dx= 
% 


а 
L 1 л a 
РЭР. 2 A 2 PE 
=p | зеп°пх4х—-у $ sen? 20x dx == —G + 
0 0 
osea, J < 0 en estas curvas si п es suficientemente grande. Por otra 
parte, siendo n suficientemente grande, todas estas curvas se encuen- 
tran en una vecindad tan pequeña como se quiera de orden nulo de la 
curva y = 0. Por consiguiente, no se alcanza mínimo fuerte en y = 0. 
EJEMPLO 22. (Weierstrass). Consideremos la funcional 
1 
1001 { yd yi—b=-=1, 00) =1. 
ч 
En el segmento [—1, 1] tenemos / [y (х)) > 0 y, además, J [у (х)] = 0 
sólo si y' (x) = 0, o sea, si y (х) = С = const, La función y (х) 
pertenece a la clase Cy [—1, Й de las funciones que tienen primera deri- 
vada continua en el segmento [—1, 1], pero no satisface las condiciones 
de frontera dadas. Por consiguiente, J [у (x)] > 0 para todas las 
funciones y (х) € Cı [—L, 1] que satisfacen las condiciones y (—1) = —1 
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AD = 1. En otras palabras, la funcional tiene cota inferior pero 
ésta no se alcanza en las curvas y (х) Є С; 1—1, 1l. Efectivamente, 
consideremos la familia monoparamétrica de curvas 


x 
arctg Ž 
а 
Уа (0 = >. 2>0 
arctg- 
Todas ellas satisfacen las condiciones de frontera: Ya {(—1) = —1 e 


Ya (1) = 1. Pasando al límite para a — 0, obtenemos la función 
=l, si —1<x<0, 
Tw-{ 0, si x=0, 
+1, si 0<х<1. 


es decir, Y (х) = sg х (fig. 3). Esta función pertenece а la clase de 
funciones diferenciables a trozos en el segmento [—1, 1 


А) 


у=50х 


уту (х) 


Fig. 3 


Tenemos 
+ 


ax? ах 
ло 01} == 
24 (02422) arctg? zy 


1 
2a x dx 2a 1 
Е | i o (ianed). 


arctg? = ° arctg? z 
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Queda claro que J {у (х)] — 0 cuando а —> o En la función límite 
Y (x), que satisface las condiciones de frontera ў (—1) = —l e Ẹ (1) = 
= 1, el valor de la funcional J [y (x)] es igual a cero: J [y (x)] = 0. 
Por consiguiente, la funcional J [y (x)] alcanza su valor minimo 
en la curva y (x) = sg x que pertenece a la clase de funciones diferen- 
овие 30203 en el segmento [—1, 1] pero no pertenece a Ja clase 
—l, 
> TEOREMA (condición necesaria de extremo de ta funcional). Si la 
funcional diferenciable J [y (x)] alcanza su valor extremo en la curva 
Y = Yo (x), donde yo (х) es un punto interior del campo de definición 
de la funcional, entonces en y = yo (х) se tiene 


8J [yo (x)] = 0. (9) 


Las funciones para las cuales 6J = 0 se denominarán funciones 
estacionarias. 


Hallar las ecuaciones funcionales para las funciones esta- 
cionarias de las funcionales que siguen, empleando la condi- 
ción necesaria de extremo (9) y los lemas fundamentales del 
Cálculo variacional. 

bb 
68. 70 (91 f | X (509990 аа 


+ f PO ds—2 | 09 H) ds, 


donde К (5, f) es una función continua simétrica de s y f en 


y ass<b Кн ы 
el recinto D { <tz A ‚ (s) es una función continua 


en la, b] y y (5) es el argumento funciona! continuo incógnito. 


=н 
69. е (91 f 1р0) 9208) 29040 х 


xp (x= 1) — (x) — 24 (х) f (x)] dx, 
donde el argumento funcional y (х), es continuo y tiene deri- 
vadas continuas a trozos en todo el intervalo — œ <x < 
<+ оо, р (х) tiene derivada continua y f (x) es continua. 


70. Jo ()1= to (х) 2 (х) +a (x) (0 —29 (x) Fl dx, 


xo 


Ф (к) = фо. Ф (а) =P. 
4—01387 
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donde p (x) tiene derivada continua, q (x) y f (x) son conti- 
nuas y el argumento funcional q (x) tiene dos derivadas 
continuas. 


$ 4 Problema elemental del Cálculo variacional. 
Ecuación de Euler 


Supongamos que la función F (х, y, y”) tiene derivadas parciales 
continuas hasta de segundo orden inclusive respecto a todos sus argu- 
mentos. 

El problema elemental del Cálculo variacional es el siguiente: 
entre todas las funciones y (x) que tienen derivada continua y que 
satisfacen las condiciones de frontera 


уба) = А e уф) = В (1) 
hallar la función que ofrece extremo débil a la funcional 


b 
пио | Fo y, ax. D 
ч 


En otras palabras, el problema elemental del Cálculo variacional 
consiste en hallar el extremo débil de la funcional de tipo (2) en el 
ITA ES todas las curvas suaves que unen dos puntos fijos P, (a, A) 
y b, В). 

*ЕОпЕМА 1. Condición necesaria *) para que la funcional (2), defi- 
nida en el conjunto de todas las funciones y = y (x) | tienen derivada 
continua y que satisfacen las condiciones de frontera (1), alcance su valor 
extremo en la función y (x) es que esta función verifique la ecuación 
de Euler 

d 
Р-р Fy=0. (3) 


Las curvas integralos de la ecuación de Euler se denominan extre- 
males (o curvas de Lagrange). 
En forma desarrollada la ecuación de Euler da 


Y (x) Еру Y О) Е, + Еу Fy=0 (Ру, 0) 
y representa una ecuación diferencial de segundo orden de modo que 
su solución general comprenderá dos constantes arbitrarias cuyos 
valores se determinan, hablando en términos generales, de las condi- 
ciones de frontera (1). 

La funcional (2) puede alcanzar extremo sólo en las схігета1еѕ que 
satisiacen las condiciones (1). 


1) Esta condición es necesaria para el extremo débil. Como quiera 
que todo extremo fuerte es al mismo tiempo un extremo débil, cual- 
quier condición necesaria para el extremo débil también será necesaria 
para el extremo fuerte. 
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El problema de contorno 


d 
FE Fy=0, } 
y()=4, yib=B 


no siempre tiene solución y si la solución existe, puede no ser única, 
EJEMPLO 1. ¿En qué curvas puede alcanzar su extremo la funcional 
2 


тие | wd 000, Y) 
1 
SOLUCION. Aquí tenemos F (x, y, y') = y'? — 2xy de modo que 
la ecuación de Euler da y” + х = 0, Su solución general es 
х3 
y=- terte 


Utilizando las condiciones de frontera, obtenemos рага С; y С, el 
seguiente sistema de ecuaciones lineales: 


C+O =p, 
ос, -2. 


De aquí resulta бү y C¿=0. Por consiguiente, el extremo puede 
alcanzarse sólo en la curva 


х 


R —х?) 
y= i. 


EJEMPLO 2, Hallar las extremales de la funcional 
3 
у= f (3х— y) y de 
1 


que satisfagan las condiciones de frontera y (1) = 1 e y (3) = 44. 


SOLUCIÓN. La ecuación de Euler es Зе — 200, de donde y = 2 x. 


2 
La extremal y = 3, no satisface la condición y (1) == 1 y, por eso, 
„=з р 


nuestro problema variacional no tiene solución. 
EJEMPLO 3. Hallar las extremales de la funcional 


2л 
лиф | w ах 
0 
que satisfagan las condiciones de frontera y (0) = i e y (21) = b 
а 
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SOLUCION, La ecuación de Euler tiene la forma y” + y = 0; su 
solución general es 


y = Су cos x + Ca sen х. 
Utilizando las condiciones de frontera, encontramos 
y = cos x + C sen х, 


donde С es una constante arbitraria. Es decir, el problema variacional 
considerado tiene un conjunto infinito de soluciones. 
Hallar las extremales de las funcionales siguientes. 


71. Луб) } (020—0) 4; y(—1=1, y(0)=0. 


1 


72. Лу) = } (02-200 0) dx; 0 (0) =1, 00) =0. 


нао о 


1 
73. 100901 ИТТИ ах; 00) = 00) = ут 
0 


1 
та. лу) | ydi y(0)=1, 00) = YE. 
° 


75. лу0)1= | (ду соз x+y?—y) dx; 
0 


y(0)=0, у(л)=0. 


1 
76. ли) | eye as; y(0)=0, y) =e. 
0 


тт. Ј0у0)1= | (02—280) а; у(—1)= —1, y(M=1. 


78. Jiy())=)| (y?—2xy) de; y(—1)=0, y(0)=2. 


1 


7 


D 


Луо) | (02407) dx; y(1)=0, у(е)=1. 


mtaa O lt 
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La ecuación de Euler (3) para la funcional (2) es una ecuación 
diferencial de segundo orden y, por eso, la solución y = y (х) de la 
ecuación de Euler debe tener segunda derivada y” (x). Sin embargo, 
se dan casos sn que la función que ofrece el extremo a la funcional 


J iy œ) = { F (х, y, у') dx no tiene segunda derivada, 


2 
EJEMPLO 4. La funcional 


4 
тирле | ayd 

ч 
con las condiciones de frontera 

у(—-0=0 e y(M=1 

alcanza su valor mínimo, ígual a cero, en la función 
0 si х<0, 
x si x>0. 
Aun cuando la función v (x) no tiene segunda derivada, satisface la 
ecuación de Euler correspondiente. 


Efectivamente, tenemos F (х, y, y') = y? (1 —y'Y y, poniendo 
y == v (x), obtenemos la ecuación de Euler 


v(x)= 


20 (1 о 20 (1—0)]=>0. (4) 


Pero, según la definición de la función v (х), en [—4, 1] tenemos 
Fy = —# (1 — v’) =0 y, por consiguiente, también ¿2 Fy = 0; 


osea, a pesar de que la ecuación de Euler (4) es formalmente de segundo 
orden y a pesar de que v” (х) no existe, la ecuación de Euler se convierte 
en identidad al sustituir en ella v (x). 

TEOREMA 2. Sea y = y (x) solución de la ecuación de Euler 


d 
Fy— izfr 


Si la función F (х, y, у) tiene derivadas parciales continuas hasta de 
segundo orden inclusive, entonces la función y = у (x) tiene segunda 
derivada continua en todos los puntos (x, y) para los cuales 


Буу, Le, y (0), Y (010. 


COROLARIO. La extremal у = у (x) puede tener puntos angulares 
sólo en aquellos puntos en los que Ру, = 0. 

Así, en el ejemplo 4 tenemos que F,.,. = 24° se anula en los 
puntos del eje Ox; la extremal tiene punto angular en x= 0. 

TEOREMA 3. (Bernstein). Supongamos que en la ecuación 


у= Ро YY) (5) 
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las funciones f, fy y f , son continuas en lodo punio finito (х, y) para 
cualquier valor finito de y" y supongamos que existe una constante k > 0 
y unas funciones 


а= а(х, y>0 y В= В (х, 0) 2 0, 
acotadas en cualquier porción finita del plano, tales que 
ров 0) >28 y ly 1<ay?+ В. (6) 


Entonces, por dos cualesquiera puntos del plano (a, A) у (b, В) de abscisas 
distintas (а = Б) pasa una curva integral у = q (х) de la ecuación (6), 
y sólo una. 

EJEMPLO 5. Demostrar que por dos cualesquiera puntos del plano 
de abscisas distintas pasa una extremal única de la funcional 


өбөр = | е (иа ax 


SOLUCIÓN, La ecuación de Euler рага la funcional considerada es 
s= yy’ 
de modo que se puede aplicar el teorema 3. En efecto, tenemos en 
este caso 
Бо, n 0) = 0009) y f=20+y4%>2=k 
Además, 
Ро, и Уо и < 21и 21у, 

osea, а = В = 2| y| > 0. 

EJEMPLO 6. Demostrar que no hay extremal de la funcional 


пио | (14 VTF) dx 


que pase por dos cualesquiera puntos del plano de abscisas distintas. 
SOLUCION. La ecuación de Euler tiene la forma 


3 

=» +97 т) 
M el teorema 3 no se puede aplicar ya que no se cumple la segunda de 
as condiciones (6) (debido a que f (х, y, y”) crece, respecto a y”, más 
rápido que la segunda potencia de y'). Las condiciones del teorema 3 
son de carácter suficiente. O sea, si estas condiciones no se cumplen, de 
ello no se puede deducir que no hay extremal que pase por dos puntos 
cualesquiera de abscisas diferentes. Demostremos que por los puntos 


A (0, 0) y GES 2) no pasa ninguna extremal de la funcional con- 


siderada. 

Tomando en la ecuación (7) 
dp 
2° 


y=p e 
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obtenemos 
з 


р =W +T, о sea, PE —2y dy. 
(+3? 
Integrando, encontramos 
[i 
FP 


(Cy) VIF =I 
dy _ үї—(С—у%# 
de Cy r 


donde C es una constante real. Separando las variables en la última 
ecuación e integrando del punto A al punto B, obtenemos 


0—6, о sea, 


de modo que 


C—y? 
+=1| dy. 
2 ! yi Cp Y 
Cualquiera que sea el número real С, el denominador del integrando de 
(8) será complejo en cierto intervalo (а, В) = (0, 2) de variación de 


la variable y. Por consiguiente, la igualdad (8) es imposible. Esto quiere 
decir que no se puede trazar extremal alguna por los puntos А (0, 0) 


1 
ув (72). 
80. Demostrar que por dos cualesquiera cas аы del plano 
pasa una y sólo una extremal de la funciona 


0001 | VIFF Fy ax. 


EJEMPLO 7. Demostrar que toda ecuación 
y = Р y y) (9) 
es ecuación de Euler para cierta funcional 


ии (D= | Рх, y, ax. 


f 1) Соко se determina la función Р (х, y, y”) a partir де la función 
х, у, yy? 
2) Hallar todas las funcionales cuyas extremales son las rectas 


= Сух + Ca. 
SOLUCIÓN. Busquemos la funcional cuya ecuación de Euler 
Fy— Eya ууу" =0 


(8) 
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coincida con la ecuación (9). Es decir, debe cumplirse la identidad en 
“myey 


РР Egg! Еу б, у, Y) = 
Derivando respecto a y', obtenemos 
Enya Ey + Ру A Ey gol yo 0. 


Tomando u = F,,,,, obtenemos para la función и una ecuación en 
derivadas parciales: 


да, ,0 du 
TH atiy tr u=0 (10) 


Por consiguiente, la búsqueda de la funcional, o sea, de la función 
F (х, y, y), se reduce a la integración de la ecuación lineal en deriva- 
das parciales (10) y a la cuadratura sucesiva. 

nsideremos la segunda cuestión. En este caso la ecuación de 
Euler debe PA 0 y para la función и se obtiene, de acuerdo con 
(10), la ecuación 


и qomo. an 


Integremos esta ecuación. 
a ecuación de las caracteristicas tiene la forma 


dE 1. A 


гнаг л ES 
Integrando este sistema, encontramos 
у= С e у= Сх + Са, 


И donde Су = y — xy. Por eso, la solución general de la ecuación 
(11) es 
u (x, у, 0) = Ф (у, y х0), 


donde Ф es una función arbitraria diferenciable de sus argumentos. 
De aquí 


Р 
F y =а б, +B И | 6900, yt at, 
0 


donde a (х, y) y 6 (х, 0) son funciones arbitrarias de sus argumentos 
que cumplen la relación 

MES 

ду дх" 


Se puede ver de la solución que existe una cantidad infinita йе proble- 
mas variacionales que tienen la ecuación (9) como ecuación de Euler, 
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e 


CASOS ELEMENTALES DE INTEGRACIÓN DE LA ECUACIÓN DE EULER. 


19. F no depende de y”, o sea, F = Р (х, y). 
En este caso la ecuación de Euler tiene la forma 


ғ, й = 0. (12) 


La solución de esta ecuación finita (no diferencial) no contiene ele- 
mentos arbitrarios y, por eso, no satisface, hablando en términos gene- 
rales, las condiciones de frontera y (а) = A e y (b) = B. 

Sólo en casos excepcionales, cuando la curva (12) pase por los 
puntos de frontera (a, A) y (b, B), existirá una curva en la que podrá 
alcanzarse el extremo. 

EJEMPLO 8. Hallar las extremales de la funcional 

л 


2 
шшр =} vega v= y (3) 
о 


SOLUCION. La ecuación de Euler tiene la forma 2х — 2y == 0, o sea, 
y = x. Puesto que las condiciones de frontera se satisfacen, la integral 


z 
7. 


я 
т 
| y (2x — y) dx puede alcanzar su extremo en la recta y == x. Рага 


otras condiciones de frontera, por ejemplo, y (0) = 0 e y ($)- 1 


la extremal y = х no pasará рог los puntos frontera (0, 0) ES 1) 


de modo que el problema variacional con estas condiciones de frontera 


no tendrá solución. 
20, F depende de y' en forma lineal, o sea, 


F (x, у, 0) = M (x, y) + N (% Ny. 
En coste caso la ecuación de Euler tiene la forma 


дм KU 
CT йаш 


Igual que en el caso 1°, la ecuación obtenida es finita y no diferencial. 


En general, la curva determinada por la ecuación a 


no satisface las condiciones de frontera y, por consiguiente, el 
problema variacional no tiene, como regla, “solución en ja clase de 
funciones continuas. Рог otra parte, si en un recinto D del 


plano хОу se tiene m = Wo O, la expresión F (x, y, у) = 
= M (х, у) ах + N (х, y) dy es una diferencial total exacta у la 
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funcional 
b ©, B) 
либе | uv иза | (Мактай 
a (a, 4) 
no depende del camino seguido en la integración: el valor de la funcio- 
nal J (y в} es el mismo en todas las curvas admisibles, El problema 


variacional carece de sentido, 
EJEMPLO 9. Analizar el extremo de la funcional 


b 
Jiy a= f (99+2xyy) dx, y(a)=A, 9 (6)-=В. 


SOLUCIÓN. Aquí F depende de y” en forma lineal. Tenemos 
ӘМ _„ ӘМ ӘМ ӘМ y 
w Л ALA A s 
o sea, el integrando (y? + 2xyy') dx es una diferencial exacta. Por 
ршен, la integral no depende del camino seguido en la integra- 
ción: 
b Ф, В) > 
РЕ 
ИТД f (dx + 2xy dy) = f ао а? вал 
a (a, 4) T 
para cualquier curva de integración y (х) que pase por los puntos (a, A) 
y (b, В). El problema variacional carece de sentido. 
3°. F depende sólo de y”, o sea, F = F (у). 
La ecuación de Euler tiene la forma 
Еруу" = 0. 
En este caso las extremales son todas las rectas posibles 


y= Cix + Ca, 
donde С; y С» son constantes arbitrarias. 
ЕЈЕМРІО 10 Hallar las extremales de la funcional 
b 
Juos | VIF vía, ув. 
а 
Esta funcional determina la longitud de la curva que une los puntos 
(а, A) y (b, B). Desde el punto de vista geométrico, el problema con- 
siste en haliar la curva de longitud mínima que une dos puntos fijos. 
SOLUCIÓN. La ecuación de Euler tiene la forma y” = 0. Su solución 


general es 
Cix + Ca- 


Y 
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La extremal que satisface las condiciones de frontera y (а) = А е 
ros, B es, obviamente, la recta que pasa por los puntos (a, A) 
y 4 


BA 
Y= Za 


к—а)+А 


4°. F no depende de y, o sea, F = F (х, y) 
En este caso la ecuación de Euler es 2. Fy, (x, y’) = 0, de donde 


resulta 
Ру, (х, y) С, (13) 


siendo С; una constante arbitraria. 
La ecuación (13) es una ecuación diferencial de primer orden. 
Integrándola, encontramos las extremales del problema. 
EJEMPLO 11. Entre las curvas que unen 105 puntos А (1, 3) y 
B (2, 5) hallar la curva en la que puede alcanzar su extremo la funcional 
2 
Ју) == Y (l+ xy’) dx. 
1 


SOLUCION. Puesto yue F no depende de y, la ccuación de Euler 
tiene la forma -īp Fy. (х, y')= 0, o sea, -Fy (14 222) =0 de donde 


14-922 =С,. 
‚_ Cil C? i F 

Entonces, y'= Ул de modo que у=——--С, donde C} = 
= 1-б . Por consiguiente, las extremales representan una familia 
de hipérbolas, Determinemos la extremal que pasa E los puntos 
fijos, Para hallar los valores de las constantes Се y Сз formamos el 
sistema 

з=, 

a E 

5= 7 +C 


de donde resulta Cf=-—4 у C¿=7. La extremal buscada es y== 


=7—^. 


5°. F no depende explícitamente de x, o sea, F = Р (y, y”). 
En este caso la ecuación de Euler tiene la forma 


Ру Еу Ру" =0, 
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Multiplicando ambos miembros de esta ecuación por y’, obtendremos 
en el primer miembro la derivada exacta de EY А o sea, la 


ecuación será Ley 1) = 0, de donde 
F-yF, =C: (14) 


siendo Сү una constante arbitraria. Esta ecuación puede ser integrada 
куса respecto a у’ y separando las variables o introduciendo un 
parámetro. 


. EJEMPLO 12 (cuerpo de resistencia mínima en un fluido). Deter- 
minar la forma del cuerpo sólido que, al moverse en un fluido de gas, 


Dirección 


del fluido 


Fig. 4 


encuentra resistencia mínima. Para simplificar consideraremos el 
cuerpo de revolución (fig. 4). 

SOLUCIÓN. Suponiendo que la densidad del gas es suficientemente 
pe eia: que las moléculas, al chocar con la superficie del cuerpo, se 
Теја le forma especular, obtenemos рага la componente normal de 
la presión 


р = 2р% sen? Ө, 


donde p es la densidad del gas, v es la velocidad del gas respecto al 
cuerpo y 6 es el ángulo entre la velocidad y su componente tangencial. 
La presión es perpendicular a la superficie de modo que la componente 
según el eje Ox de la fuerza que actúa sobre un anillo de anchura 
(+ 03) 1/2 dx y de radio y (x) se puede representar en la forma 


1 
dF = 2р0 sen? 9 [2лу (1 + y? ?] sen 0 dx. 
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La fuerza resultante que actúa en la dirección positiva del eje Ox 
es igual a 


I 1 
ғ | 4лро? sen? Oy (14-072) ? ах. 
0 
Supongamos, para simplificar el problema, que 
seno=— y. 
G+? 
Entonces, la fuerza de resistencia será igual a 
1 
E=4npo? | y'Sy dx. (15) 
0 


El problema consiste en hallar la función y (x) en la que F alcanza 
su valor menor posible siendo 


y(0)=0 е y(p=R. (16) 
La ecuación de Euler para la funcional (15) tiene la forma 
уз—з--(у®=0. an 


La solución particular y = 0 de esta ecuación debe ser rechazada en 
virtud de las condiciones de frontera (16). La ecuación (17) puede ser 
representada así: 


из + уу = 0. (18) 
aplicando por y” ambos miembros de (18), vemos que el primer 
miembro es (у%у)'. Integrando, encontramos 

узу = Ch 
de donde resulta 
с. + 
=з ® к=(Сх+Сд*. 


Utilizando las condiciones de frontera (16), obtenemos 


de modo que 
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о sea, el contorno con extremos fijos que corresponde a la resistencia 
mínima del cuerpo es una parábola de grado 8. 
EJEMPLO 13. Hallar la extremal de la funcional 


b 
VI "2 
лш (= f Y a 
A 


que рза por dos puntos fijos (a, А) у (5, В) pertenecientes al ѕетіріапо 
superior. 

SOLUCIÓN. Puesto que la función integrando no contiene explici- 
tamente x, la ecuación de Euler, según (14), da 


a Р 
Yi+y?_ y y aĝ; 
y yViFy? 
Después de simplificar, encontramos y YT F у? = С, donde 7, = 
= Integrando la última ecuación, encontramos (х + Ca}? + y? = 


= С}, o sea, una familia de circunferencias con centros en el eje Ox. 
La extremal pedida será la que pase por los puntos fijos. EJ problema 
tiene solución única ya que por dos puntos cualesquiera del semiplano 
superior pasa una y sólo una semicircunferencia con centro en el eje Ox. 
OBSERVACIÓN. Según el principio de Fermat, el camino que recorre 
un rayo de luz al propagarse con la velocidad v (x, y) en un medio bidi- 
mensional no homogéneo constituye una extremal de la funcional 


Р 
ТЕУ? 
ли f Ус i 
xo 


Como hemos visto en el ejemplo anterior, si la velocidad de la luz v 
es proporcional a y, los rayos de luz representan arcos de circunferencias 
con centros en el eje Ox. 

Sea q una curva. Denominaremos longitud óptica de la curva q 
el tiempo Т (9) que se precisa para recorrerla al moverse según esta 
curva con la velocidad de la luz u (x, y). 

Supongamos que el semiplano superior y > 0 es un medio óptico 
en el que la velocidad de la luz en todo punto es igual а la ordenada del 
mismo: v = y. Como hemos visto, los rayos de iuz en este medio serán 
semicircunferencias con centros en el eje Ox. Se puede demostrar que, 
si uno de los extremos del arco AD de la ѕетісіссипіегепсіа g se halla 
en el eje Ox, su longitud óptica es infinita (fig. 5). Por eso, diremos 
que los puntos del eje Ox están en el infinito. Consideremos que las 
semicírcunferencias con centros en el eje Ох son rectas, que las longitu- 
des ópticas de los arcos de estas ѕетісігсипіегепсіаѕ son las longitudes 
de dichas rectas y que los ángulos entre las tangentes a las semicir- 
cunferencias en el punto de intersección de las mismas son los ángulos 
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entre dichas rectas, Obtenemos una Geometría plana en la que se 
conservan muchas proposiciones de la Geometria habitual. Por ejem- 
plo, por dos puntos fijos se puede trazar una recta y sólo una (ya que 


Fig. 5 


por dos puntos del semiplano se puede trazar sólo una semicircunfe- 
rencia con centro en el eje Ox). Dos rectas se consideran paralelas si 
tienen un punto infinito común (o sea, si las dos semicircunferencias 


Fig. 6 


son tangentes en un punto В perteneciente al eje Ox). Entonces, por 
todo punto А que no se halie en la recta q se pueden trazar dos rectas q, 
Ы qa Paralelas a q. Las rectas que pasan por el punto А y que se encuen- 
ran en los ángulos verticales 1 y 111, cortan la recta q mientras que las 
rectas que se encuentran en los ángulos 11 y IV no la cortan. 

Hemos obtenido el modelo de Poincaré de la Geometría plana de 
Lobachevski (fig. 6). 
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Hallar las extremales de las funcionales: 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


8 


ES 


87. 


88. 


89. 


90. 


© 


91. 


donde 


b 
тш бду } Bry (+ е) 145; g(a) = А, 
y(b)=B. 
1 
лоо = } (P+ xy) ds; y(0)=0, у(1)=а. 
0 
лё 


ду | (02—00) 5 000) = 1, a(=)- LE 
0 


Ч\у(х)\== | + y?) dx y(0)=1, y(1)=2. 


ш0)= } (02—14) dx; y(0)=1, у(я) = — 1. 
1 
| 

ли) | 09) ах; y(0)=0, y()=1> 
0 
4 

Ju | 24-49) dx; yO =e, y=. 
0 
1 

либ) | Qedr y(0)=1, 00) =e 
0 


b 
190) = f (ху +02) dx. 


Й 
3 
льо} (+) 4. 
a 
Demostrar que no tiene extremos la funcional lineal 


b 
либ) } wy ча (ит (0145, 
р(х) ЄС, la, bl, q (х) € € la, bl y г(х) EC la, bl. 
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92. Consideremos la funcional 
b 
ли) | Р(х, y, y) de 


con las condiciones de frontera y (a) = A e y (b) = B. Demos- 
trar que la ecuación de Euler subsiste al agregar al integrando 
F (x, y, у’) dx la diferencial total de cualquier función и = 
= ц (х,у). 


93. J[y(0)]=> | (024-024 24е) dx. 


ro 


2 
"э 


Y, 
94. Jly(x)= | (P — y? — 8y ch х) dx; 
v 


#@=9, y(H)=2m2. 


95. Hallar las extremales de la funcional 
b 
ли | утах 


a 


y probar que рага л >1 no existen extremales que pasen 
por dos puntos situados a distintos lados del eje Oy. 


PROBLEMAS VARIACIONALES EN FORMA PARAMETRICA. En muchos 
problemas es cómodo, y a veces imprescindible, emplear la representa- 
ción paramétrica de las líneas 


х=Ф(), 
y=p (0, 
donde p(t) y (ft) son funciones continuas con derivadas continuas 
a trozos siendo, además, (2) CAD 0. 
у > Var а) #0. 
Consideremos la funcional 


to<t<t 


4 


{орн | ви,» „йа, (з) 
с в 


. ах . а! 
donde х= тр е у=. 


5—01387 
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Para que los valores de la funcional (19) dependan sólo de la 
línea, y no de su parametrización que puede efectuarse de distintos 
modos, es necesario y suficiente que la función integrando no contenga 
explícitamente el parámetro f y sea positivamente homogénea de grado 


uno respecto a los argumentos x e y: 
Р(х, y kx, д) = ВЕ (к, y, 5, 0. Ё>0. 


Por ejemplo, ел la funcional 


= | xdy—y dx 
e 


la función integrando es positivamente homogénea de primer grado. 
Efectivamente, tenemos 
Fx у, 5, =y yx 
y es obvio que 
F (x, y, К, kY) =RF (x, y, 5, 0). 

Si la curva Č 

=p), 

у= (0, 
ofrece el extremo а la funcional / en la clase de lineas C que unen los 


punos fijos (хо, yo) у (ха, 01), las funciones q (f) y y (0 satisfacen 
las ecuaciones de Euler 


<<, 


d 
Fi “р =0, 


a 0) 
Fy==37(F.)=0. 
атыр) 


Una de las ecuaciones (20) es consecuencia de la otra. 
Las ecuaciones de Euler se pueden representar en la forma de 
Weierstrass 


p 2:85 
==, (21) 


donde r es el radio de curvatura de la extremal y F, es el valor común 
de las razones 
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EJEMPLO 14, Hallar las extremales de la funcional 


(er Y) 
{ж $ yy? dx. 
(0, 0) 
SOLUCIÓN. Puesto que puede haber extremales que se cortan con las 
rectas paralelas al eje Oy en más de un punto, consideraremos el pro- 


blema en forma paramétrica. 
Poniendo x= х (1) e у= y (f), encontramos que la función 


integrando tiene la forma y* És o sea, es positivamente homogénea 
x2 


de primer grado respecto a хе y- 
La primera delas ecuaciones (20) da 


teë) 


de donde 
a (4) =c 
Integrando la última ecuación, encontramos 
0 = 2Сүх + Ca 


Puesto que la extremal debe pasar por el origen de coordenadas, 
tenemos С = 0. La segunda condición de frontera da С, = ох” 
о sea, en definitiva, 


й 


д 
= a 
ы 


EJEMPLO 15, Hallar las extremales de la funcional 


н 
Jo= У аў идја. 
to 


SOLUCIÓN. Poniendo 


роо, 5 Vat, 
vemos que la función F es positivamente homogénea de primer grado 


respecto a x e y. Empleemos las ecuaciones de Euler en la forma de 
ge 
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Weierstrass. Tenemos 


F 
1 


Б! 
xy 


З 
(4 ga)? 
Por eso, la ecuación (21) tiene en nuestro caso la forma 


х 


ай, F,=—a у Ё 
v 


L 902, 
т 


Es decir, la curvatura 1 de la extremal es constante. Por lo tanto, las 


extremales son arcos de circunferencias; en particular, se tienen cir- 
cunferencias completas sí 


x(to)=x (f1), 
y (to) =y (ty). ) 
Hallar las extremales de las funcionales: 


К ) > п 
9. = | 02а. 


(0, 0) х 
a, 2) - АК 
— 3eW!: 
97. Jo= $ Penta yy. 
«0, 0) z 
(1,0 o 
өв. Јо | (КУ 0а, 
{-1, 0) 


donde К >> 0 es una constante. 


§ 5 Generalizaciones del problema elemental 
del Cálculo variacional 


1°. Funcionales que dependen de derivedes de órdenes superlores. 
Supongamos que se tiene la funcional 


РЯ 
110 (х= | F px, у(х}, Y (к), . 099 OAN dx, @) 


zo 
donde F es una función diferenciable n + 2 veces respecto a todos los 
argumentos e y (х) Є Cn (xo, х1], Y supongamos que las condiciones de 
frontera tienen la forma 


y) = Y (к) = Y e D (к) ИТ 9, ) 


10) 
уо), Y == 0 (а) 00. 
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Las extremales de la funcional (1) con las condiciones (2) son tas 
curvas integrales de la ecuación de Euler — Poisson 


d e а" 
Ру Fyt RO дор Fm =0. 


EJEMPLO 1. Hallar la extremal de la funcional 
Я, 


г (9) | (60у y) ах; 
% 
y(0)=0 у (0) = y= y (1) = 2,5. 
SOLUCION, La ecuación de Euler — Poisson tiene la forma 


зое E (3р) =0, o sea, 01У — 1802, 
y su solución general es 
y => 104 Суха Ca? Сух Ca- 
Empleando las condiciones de frontera, encontramos 
G=$, Сь=. —3, Hal y ürü 
La extremal pedida es 
=3 0 х%—3х?®--х. 


Consideremos el caso cuando en la frontera no se dan todas las 
condiciones (2) sino un número de las mismas de modo que, después 
de emplear las condiciones de frontera, en la solución general de la 
ecuación de Euler — Poisson contienen todavía constantes arbitrarias. 
Para resolver este problema es preciso hallar la variación de la funcio- 
nal (1), transformarla tomando en consideración las condiciones de 
frontera dadas y obtener condiciones complementarias en Ја frontera 
igualando la variación a cero. 

EJEMPLO 2. Hallar la curva y = y (x) que ofrece valor extremal a 
la funcional 


b 
тшо | узак @ 
e 


con las condiciones 
y(a)=0 e y(b9=0. (4) 
soLución. La ecuación de Euler — Poisson tiene la forma 
иу з= 0. 
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Su solución general 


у= Ca + Сх + Суй + Cua? @ 


contiene cuatro constantes arbitrarias C; (i = 1, 2, 3 y 4) y las con- 
diciones de frontera (4) no bastan para determinarlas. Por eso, como 
hemos explicado, calculamos la variación de la funcional (3). Tenemos 


ь 
ô= f y"by" dx. (6) 


Integrando (6) por partes dos veces, obtenemos 
b 
y 
8I =y” (x) бу' (x) k-i y"Sy' dx= 
5 
> 2 Р 
и ови (a ие (0590 |р | ива 0 
2 
La expresión (7) debe anularse en la extremal y (х) de la funcional 
(3). Debido a la arbitrariedad de la función ôy, resulta que y'Y = 0; 


ésta es la ecuación de Euler — Poisson para la funcional (3). Pero si 
la integral del útimo miembro de (7) se anula, la expresión de frontera 


Y 
tv" (9 виг ar бб (1, 
también debe ser igual а cero idénticamente. Puesto que бу (а) = 


== бу (b) == 0 (extremos fijos), resulta que debe ser 


y” (6) Sy" (0) — y” (a) By” (а) = 0. 
En virtud de la arbitrariedad de las magnitudes ôy’ (5) y бу' (a), 
obtenemos necesariamente 


у (0) =0 e y (0) = 0. (8) 


Las condiciones (8) conjuntamente соп las condiciones (4) determinan 
univocamente la extremal en la familia (5): y = 


2°. Funcionales que dependen de лт funciones. En el caso de una 


funcional que depende de m funciones y, (х), Ya (%), + --» Ym (2%) 
х“ 
Jl Ya | Р(х, уз, Yor ==> Yme Yis Yis «=> Yon) ЯХ 
žo 


y con las condiciones de frontera de tipo 
эй =» n= (=1,2-.. т} 
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las extremales se determinan del sigulente sistema de ecuaciones dife- 
renciales de segundo orden 


d 
0 (k=l, 2, .. m) 19) 


que se denomina sistema de ecuaciones de Euler. 
EJempLO 3. Hallar las extremales de la funcional 


2 
10009, 2001 | 0742402 de 
1 
con las condiciones de frontera 


y=, у@=2, 20) = 0, 20) = 1. 
soLucióN. En este caso el sistema de ecuaciones (9) tiene la forma 
y”=0, 
2—1" =0. 
Resolviendo este sistema, encontramos 
у= Сх + Ср у z= Cæ" + Сце". 
En virtud de las condiciones de frontera, tenemos 
1 e 
Ci=l, G=% G= Уу Ga==37 
de modo que la extremal pedida 
у=х, 
2 368—0 } 
=“ ДЫ С 


es una curva alabeada que constituye la intersección de dos superficies 
cilíndricas. 
EJEMPLO 4. Hallar las extremales de la funcional 


A 
tuto, 2000 | ear + 4902 dx 
0 


y(0)=0 у(л=!, z0=0 y 201) = —1. 
soLucion. El sistema de ecuaciones (9) tiene la forma 
y +2y4-2=0, 
74+y=0, 
de donde, eliminando la función z, obtenemos 
y + y + y=0. 
La solución general de esta ecuación tiene la forma 
y = C, cos x + Cy sen x + x (Cs cos x + Са sen х). 
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En virtud de las condiciones de frontera y (0) = 0 ey (л) = 1, tenemos 
С, = 0 y Cy = —- de modo que 
у= С» sen x+C x sen х— # cos х. 
La función z se determina de la condición z = y” + 2y. Tenemos 
= Со зеп х +С, (Lcosx+xsena) + (2 sen x— x COS x). 
Las constantes Ca y С; se determinan de las condiciones de frontera 
2 (0) = 0 y z (л) = —ł, de donde resulta que C, = 0 y que Cy es 
arbitrarlo. Entonces, 
z=Cysen s+ (2 sen x— x cos х). 
La familia de extremales es 


x 
y = Сз sen x — -Fy соз х, 


2=Casenx+-L-(2sen хх COS X), | 
donde С» es una constante arbitraria. 


3”. Funcionales que dependen de funciones de varias variables 
independientes. Consideremos la funcional 


Jee = f Èr (s v a z, ES] ахау, (10) 
D 


donde F es una función diferenciable tres veces respecto a sus argumen- 
tos, y supongamos que se pide hallar la función z = z (x, y) que sea 
continua conjuntamente con sus derivadas hasta de segundo orden 
inclusive en el recinto D, que tome valores fijos en la frontera Г del 
recinto D y que realice el extremo de la funcional (10). 

Si el extremo de la funcional (10) se alcanza en la superficie 
z= z (x, y), la función z = 2 (х, y) satisface la ecuación de Euler — 
Ostrogradski 


д д 
в.г (Ер) др (Р) =0, an 


donde $ ep y зуд son las derivadas parciales completas 
respecto a x e y, respectivamente: 


д дг др а 
“Эу (Ёр} Epa Ёре А Pear + e > 
д д: д д4 
a {Fa} = Faut Faz Sr HE ay +Ра y ; 


` dz dz 
aquí se ha tomado, para abreviar, a”? Y зр" 
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La ecuación (11) representa la condición necesaria de extremo de 
la funcional (10). Es una ecuación en derivadas parciales de segundo 
orden; se busca su solución z = z (x, y) que toma valores fijos en la 
frontera Г. Е 

EJEMPLO 5. Escribir la ecuación de Euler — Ostrogradski para 
la funcional 


Jiz D= 0] (EN ахау. 


SOLUCION: Tenemos F(x, у, Z, р, ф@)==р®— 4? y, según (11), encon- 
tramos х -g (—20)=0, о sea, 


24 022 o. 
дё” ду 


Рага la funcional 


еф, ха, +... =ыл= | $ .. f Р(х, ха, .. Xn 2, ру 
р 


рг, ++.» рп) хд йха ... хц 


donde md (k=1, 2, ..., лу, la condición necesaria de extremo 
viene dada por la siguiente ecuación de Euler— Ostrogradski 


n 
ә 
п D) ga (Ры) 0 
il 


o, en forma desarrollada, 
n n ар, 
1 
ғ 5) (ван +Рыт + Ў) Fpipj a) = (12) 
iwi jul 
La función z = 2 (%1, ха, .. -, Ха), solución de esta ecuación, debe 
satisfacer en la frontera E del recinto n-dimensional D las condiciones 
de frontera dadas. 


EJEMPLO 6. Hallar las condiciones que debe cumplir la función 
2 (х1, Ха. - -» Xp) para que la integral de Dirichlet 


DEL eis == | $ аз f S (е) = «din 
Q i=1 


alcance en ella su mínimo si dicha función toma valores determinados 
en Ја frontera Г del recinto Q. 
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n 
2 
soLución. En este caso F=) (E , о sea, F no depende 
im 
explícitamente de ха, X2, ..., Xn: 2. Por lo tanto, 
Fi=F ip; =Fxjpi=0, 
2sii=j, 
Кир А ош] 
у, aplicando la fórmula (12), obtenemos 


n 
п д?г 
Әх 0 ó Аг=0 
j=i 

(ecuación n-dimensional de Laplace). 

OBSERVACIÓN. Si bajo el signo de la integral figuran las derivadas 
de la función z (x, y) hasta de orden n, la ecuación de Euler — Ostro- 
gradski tiene la forma 


ð 9 д? д? 
Es FE АРА tir Fead t2 ууру (Ра) + 


CR 
өшү 


EJempLo 7, Escribir la ecuación de Euler — Ostrogradski рага la 
funcional 


see m- |} [(ЖЕ)'+($Е)'+ 


де y? 
+2 (5) — 22} (x, ә] dxdy. 
SOLUCIÓN. Tenemos 
де y2 0% y2 д2 y2 
rd) + lar) (a) 2706 0 
Aplicando la fórmula (13), encontramos 
д? д% д2 д22 
=le + (2 дх® )+ 942 (2 ду? )+ 
q д2: 
+2 дх ду (2 дх ду )=• 
= dz д& де 
ETT дук Кодук 06 0 
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La última ecuación se representa brevemente asi: 
Añz= f(x, y). 
Hallar las extremales de las funcionales siguientes: 
А 
вө. лу) | HH ах 
0 
y(0)=0, y(1)=0, y (0) =1 е y ()=—shl. 
o 
100. J[y()]= | 40y — y dr; 


-1 
#(—1)=1, y(0)=0, у(—1)=—4,5, 
y (0)=0, у(—1)=16, — y'(0)=0. 
b 


101. 001 | ии) ас 


у(а) = 0. (у=, Y()=Y у (0) =. 

102. J ly (x)= | (02 + yy) de; 
000-4, y (а) =А, y(0)=Bw 0 (6) = В. 

103. J {y (х) = | (02-0) dx; 


0 
y(0)=0, y()=shl, y (0) =1, y (1)=ch1. 
104. Hallar la extremal de la funcional 


{ 
Луо} y? dx 
0 


con las condiciones 
y(0=0, y (0) =0 y (M=1 
Ж 


105. Дуб), z(= | (2244 +y?—2") dx; 
0 


y(0)=0, y(F)=1, 2(0)=0, 2(7)=1. 
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1 /: 
1%. у(х), г(ю1= | (2у—у°+-)4% 


„0, у(—1)=2, z()=1, г(—1)=—!. 


2 
107. /{у(х), z= (024-22 — 2y) dx; 
0 
000)=0, y(F)=1 20)=0, 2(5)=1. 
1 
108. J[y(x), 2(х)1= { (Y? 4224 20) dx; 
0 


000) =1, y(=%$, 2(0=0, 2(1)=1. 
109. Probar que la ecuación de Euler de la funcional 
b 
41у (х), 2(0]1= f F(x, Y, z, y, 2')dx 


2 
tiene las siguientes primeras integrales: 
1) 3c si F no comprende y; 


2) F—y' Erie si F no comprende x. 


Escribir la ecuación de Euler—Ostrogradski para las 
funcionales: 


110. J[z(x, m= (5) + 


D 
+ (Ey +122f (x, 2] dx dy. 


022 


из. лаб =$ (+ dedy. 
D 
112. /{2(х, Xa ><: Ха) 


OS 


D dei 
(ц, Xos -+ +s Xn) 24 2zf (Xis Xas eo ы] ахах ...ӣху 
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113. Deducir la ecuación diferencial de las superficies 
de área mínima. 
114, Hallar la extremal de la funcional 


11 


Ја, 91=) | ev senzy dx dy 
0.0 


con las condiciones 2 (x, 0) = 0 y 2 (х, 1) = 1. 


$ 6. Ілуагіапсіа de la ecuación de Euler 


Si la funcional 
b 


иоле } Fie и) ах 


se transforma efectuando una sustitución de Ja variable independiente 
o una sustitución simultánea de la función incógnita y de la variable 
independiente, las extremales continúan determinándose de la ecua- 
ción de Euler que se obtiene a partir del integrando transformado. En 
esto consiste la invariancia de la ecuación de Euler. 

Sea x = x (и, 0) e y = y (u, о) con la particularidad de que 


Te de 
0. 
Yu Yo а 
Entonces 
Yu оо 7 
ро а | Ра о), оа. e 
A 


X (Xu хоц) а= { D (u, о, ор) du 


y las extremales de la funcional inicial se determinan de la ecuación 
de Euler para la funcional f O (u, v, o) du; 


EJEMPLO 1. Hallar las extremales de la funcional 


е 
теде Иа. 


o 
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SOLUCION. La ecuación de Euler para esta funcional es 
шы Экез бы рны Беш 
үз+? 4 үшү ` 
La sustitución de variables х==/ cos ф e y =r sen Фф da 
Vra+rap=VT+y dx 
y lleva a la funcional 
b 


иә = | Ути 
a 
cuya ecuación de Euler es y” = 0 de modo que 
у= Cix + Ca. 


Por consiguiente, las extremales de la funcional inicial vienen dadas 
por la ecuación 
r sen ф = Cir cos p + Ca, 


donde С, y Су son constantes arbitrarias. 
EJEMPLO 2. Hallar las extremales de la funcional 


m2 
гиб | (сзи ery) dx. 
° 
SOLUCIÓN. La ecuación de Euler para la funcional considerada tiene 


la forma 
y —y + ёзу = 0. 
Realicemos la sustitución de variables 
x=Inu, 
y=0. ) 
La funcional inicial se transforma entonces en 


2 2 
J [000] = | (e7 12 “202 gl Upa) = | (0'2—v?) du 
1 1 


y su ecuación de Euler v” -+ v = 0 se integra fácilmente: 
v == Сү cos u + Cy sen u. 
Volviendo a las coordenadas iniciales x e y, obtenemos la ecuación 
de las extremales en la forma 
y = Сү cos ех + Ca sen ех. 
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115. Hallar las extremales de la funcional 
Pi 
J ro=f reng V 672 do. 
фо 
116. Probar que las extremales de la funcional 
o 
= | Fr seng) V FF do 
vo 
se determinan por cuadraturas. 
117. Hallar las extremales de la funcional 
ь 
льо VPFRVIER ax. 
a 


Igual que en el caso de una variable, la ecuación de Euler — 
Ом айы es invariante respecto a las transformaciones de coorde- 
nadas. 


EJEMPLO 3, Escribir la ecuación de Laplace 
д22 922 
э ta =0 (0) 
en coordenadas polares. 
SOLUCION. Consideremos la funcional 


рг, 01 f | е1+гр dxd. 
G 


La ecuación de Euler — Ostrogradski para esta funcional es precisa- 
mente la ecuación (1). Pasemos en la funcional de las coordenadas 
cartesianas (х, y) a las coordenadas polares (р, Ф): х = р cos Ф, у = 
= psen p. Tenemos 


др _ до _ дф _ _ sng дф _ cosg 
2х = 499 y mp = 


Ох ' бу р 
у, рог eso, 


Р [2(р, Ф] = f | [(& to 2) + 
a 


+ (20 32 +20 32)”] 040 d9= | f (0234 23) dodo. 
G 


Formando la ecuación de Euler — Ostrogradski para esta última 
integral, obtendremos la ecuación de Laplace en coordenadas polares: 


1 
трг “99-08002. 0. 
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$ 7. Campo de extremales 


La familia de curvas y = y (x, с) lorma un campo propio en el 
recinto D del plano хОу si por cada punto (x, y) de este recinto pasa 
una ye una curva de la familia y = 7 (х, с). 

1 coeficiente angular р (х, y) de la tangente а la curva de la 
familia y = y (x, c) que pasa por el punto (x, y) se denomina inclinación 
del campo en el punto (x, y). 

La familia de curvas y = y (x, с) forma un campo central en el 
recinto D del plano хОу sí estas curvas cubren sin cruzarse todo el 


Fig. 7] 


recinto D y arrancan de un mismo punto (xa, yo) que no pertenece al 
recinto D. El punto (хо, Yo) se llama centro del haz de curvas, 

EJEMPLO 1. Dentro del círculo x? + y? < 1 la familia de curvas 
{ = Сех, donde C es una constante arbitraria y, en particular, С = 0, 
orma un campo propio ya que estas curvas no se cortan en ningún 
punto y por todo punto (x, y) del círculo pasa una y sólo una curva 
de esta familia (fig. 7). La inclinación del campo en un punto cual- 
quiera (x, y) es igual a 


p (x, y) = Cer = y. 


EJEMPLO 2. La familia de parábolas y = (x +- С)? no forma campo 
ropio dentro del círculo x? -+ y? < 1 porque distintas curvas de la 
amilia se cortan dentro del círculo y no cubren todo el recinto (fig. 8), 

EJEMPLO 3. La familia de curvas y = Cx forma un campo central 

en el recinto x > 0. 
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Fig. 8 


¿Forman campo prono o central) en los recintos indi- 
cados las siguientes familias de curvas? 


118. y=Ctgx 0397, —FSy< E: 
119. y=Ccosx; 

а) |х\<2; b) <s; с) lx <a. 

120. у= (С) E #-<1. 

121. у=С(%—2х); 

а)\0<х<Ь b —1<х<3: 9 <<. 


122. y =C sen (5-2) ; 


а) sist; b isn 0) FSA 
123. у=е*+©; х +1021. 
Si el campo (propio o central) está formado por una familia de 


extremales de cierto problema variacional, se denomina campo de 
extremales. 


6— 01387 
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EJEMPLO 4. Consideremos la iuncional 
1 
тшо } узах. 
o 


Sus extremales son las rectas у = Cix + Су. La familia de extremales 
pe С, forma un campo propio y la familia de extremales у = Сх 
jorma un campo central con centro en el origen de coordenadas. 


124, Determinar para la funcional 


луд | w+) ах 


los campos de extremales propio y central. 
125. Lo mismo para la funcional 
1А 
шо | r++) ах. 
0 
Supongamos que la curva y = y (x) es la extremal de la funcional 
а 
либ | Р, y. у)дх 
do 


que pasa por los puntos А (хо, Yo) Y В (5, и). 

е dice que la extremal y == y (x) está incluida en un campo propio 
de extremales si existe una familia de extremales y = y (x, С) que forma 
un campo y que comprende la extremal y = y (x) para cierto valor 
C = Cp y si, además, esta extremal у = y (х) no pertenece a la frontera 
del recinto D en el que la familia y = y (x, C) forma campo. 

Si existe un haz de extremales, con centro еп el punto (хо, Yo), 
que forma un campo en una vecindad de la extremal y = y (x) que 
pasa por dicho punto, se dice que se ha encontrado un campo central 
que incluye la extremal considerada y = y (x). Como parámetro de la 
familia y = y (x, С) se toma el coeficiente angular de la tangente a 
las curvas del haz en el punto (Xo, Yo). 

EJEMPLO 5, Consideremos el problema variacional elemental para 
la funcional 


2 
дуое | из-за. 
0 


a) Sea y (0) = 1 e y (2) = 1. La familia de extremales de nuestra 
funcional viene dada por la ecuación y = Сух + Сз. La extremal que 
satisíace las condiciones de frontera es y = і. Dicha extremal se 
puede incluir en el campo propio de extremales y = Cz, donde C3 
es una constante arbitraria. 
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b) Sea y (0) = 0 e y (2) = 4. La extremal qué responde a estas 
condiciones de frontera es la recta y = 2x que puede ser incluida en 
el campo central de extremales ys = Сух (Сү es una constante arbitraria) 
con centro en el punto O (0, 0). 


м 


Fig. 9 


EJEMPLO 6. Consideremos el problema variacional elemental 
1 
A A 
ть | y (24) а 
-1 
1 
#(—1)=0, уЧ)=-. 

La solución de la ecuación de Euler tiene la forma у= х2 4- Сух + 
+C. La extremal de este problema AS puede incluir 
en el campo propio de extremales у= (ид. 9). 

e 
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Probar que las extremales de los siguientes problemas 
variacionales elementales se pueden incluir en un campo de 
extremales (propio o central). 


1 
126. /у()1= | (02—20) dx y (0) =4(1)=0. 
0 
1 
127. Ju=) (2244-03) dx 000)=1, y(=e. 
0 


128. Jiy()]=| 02—09) ах (a kn); 
0 
y(0)=0, y(a)=0 
2 
129. Jy) = | tede y(0)=1, y(9)=3. 
0 


DEFINICIÓN. Sea O (x, y, C) =0 una familia de curvas planas. Se 
llama C-discriminante de esta familia el lugar geométrico de los puntos 
determinado por el sistema de ecuaciones 


Фіх, y, C)=0, } 


дФ(х, к Су о 0 
x А 


En el caso general, el C-discriminante comprende ја envolvente de la 
familia, el lugar geométrico de los puntos múltiples y el lugar geomé 
trico de los puntos de retroceso. 

La envolvente de la familia Ф (x, y, С) = 0 es la curva que en 
cada uno de sus puntos es tangente a cierta curva de la familia consi- 
derada y tal que cada una de sus partes es tangente a un conjunto infi- 
nito de curvas de la familia. 

Si se tiene un haz de curvas con centro en el punto А (хо, Yo), el 
centro del haz pertenece al C-discriminante. 

EJEMPLO 7 Hallar el C-djscriminante de la familia de curvas 
y = (х — C}. 


SOLUCIÓN, Las ecuaciones (1) tienen en este caso la forma 
у (х—С)2=0, 
2 (x—C)=0, 


de donde y = 0 Es fácil ver que la línea y = 0 es la envolvente de 
esta familia. Efectivamente, en cada uno de sus puntos x= хо la 
línea y = 0 tiene tangente común con la curva correspondiente y = 


#7. CAMPO DE EXTREMALES 85 


= (х — xp)? de la familia. Además, 5} tomamos una parte de la línea 
y = 0, por pequeña que sea, habrá un conjunto infinito de curvas de 
la familia tangentes a esta parte. En el caso considerado el C-discrimi- 
nante consta de la envolvente nada más. 


En los problemas siguientes hallar los C-discriminantes 
de las familias dadas. 


130. y = Cx + ©. 
131. y (C—x)—C*=0. 
132. (x — С) +p = 1. 


Si el arco AB de la curva y = y (х) tiene un punto común А", 
distinto del punto A, con el C-discriminante del haz y = y (x, C) que 
tiene su centro en el punto A y que comprende la curva considerada, se 
dice que el punto А* es conjugado del punto A 

EJEMPLO 8. Consideremos la familia monoparamétrica de curvas 
y = С sen х. El C-discriminante de esta familia se determina por las 
ecuaciones 


y—Csenx=0, 
—sen x=0, 


o sea, representa un conjunto discreto de puntos (kar, 0), k = 0, +1, 
2, . . . (que son los puntos de intersección de la sinusoide y del eje 


y 


By) 
rig. 10 


Ох). Tomando, por ejemplo, С = 2, obtenemos la curva y = 2 sen x 

ue pertenece al haz de sinusoides con centro еп el punto O (0, 0). 
gi el otro extremo B (fig. 10) del arco de la curva y = 2 sen x tiene 
la abscisa X € (л, 2л), el arco OB tendrá otro punto (a parte del punto 
0 (0, 0)) perteneciente al C-discriminante, a saber el punto О* {л, 0), 
que será conjugado del punto O (0, 0). Si es 0 < х < л, en el arco qa 
no habrá puntos conjugados del punto 0 (0, 0). 
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133. Se tiene la familia de curvas y = C (x — 1) x. 
Hallar el punto conjugado del punto O (0, 0). 

134. Se tiene la familia de curvas y = C sh x. Hallar 
el punto conjugado del punto O (0, 0). 

1°, Condición suficiente de Jacobi para poder incluir la extremal 
en un campo central de extremales. Condición suficiente para que el arco 
AB de una extremal pueda ser incluido en un campo central de extremales 
con centro en el punto A (xo, Yo), es que el punto А" conjugado del punto А 
no pertenezca al arco AB. 

EJEMPLO 9. Consideremos la funcional 

а 


тәй = | wen dr 
0 


ы у (0) = 0, у(а)=0. 
Analizar la posibilidad de incluir la extremal у = 0 en un сатро 
central de extremales con centro en el punto O (0, 0). 
SOLUCIÓN, La ecuación de Euler para la funcional considerada tiene 
la forma у" + 9y = 0 y su solución general es y = Сү sen 3x + Сз cos Зх. 


Sia +t, donde # es un número entero, la extremal que satis- 


face las condiciones de frontera es la recta y = 0. Consideremos la 
familia monoparamétrica de extremales y = С, sen Зу; es fácil ver que el 


Cediscriminante de esta familia consta de los puntos (E 0), dondes 


es un número entero; por eso, si a <$. en la extremal y = 0 no 
habrá punto conjugado del punto O (0, 0) y entonces esta extremal se 
podrá, obviamente, incluir en un campo central de extremales con 
centro en el punto O (0, 0). En cambio, si a > en la extremal 
y = 0 habrá como mínimo un punto conjugado del punto O (0, 0) y 
по se cumplirá la condición suficiente de Jacobi; en este caso las extre- 
males y = Сү sen Зх no forman campo. 


FORMA ANALÍTICA DE LA CONDICIÓN DE JACOBI. Consideremos el 
problema variacional elemental 


x= 
либе | Fe y ds v= y= 
xo 
Si la solución u=u (x) de la ecuación de Jacobi 


4 d e 

(Firmy PT @ 

que satisface la condición ш (хе) = 0 se anula también en algún otro 

punto del intervalo хо < х < ху, el punto A* conjugado del punto 

A (Xo, Yo) pertenece al arco AB de la extremal (el punto В tiene las 
coordenadas (Xi, Y1)- 
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Si existe una solución u (x) de la ecuación de Jacobi que satisface 
la condición u (xp) = 0 y que по se anula en ningún otro punto del semi- 
intervalo хо < х < ху, en el arco AB no habrá puntos conjugados del 
punto A. En este caso el arco AB de la extremal se puede incluir en un 
campo central de extremales con centro en el punto А (хо, Yo). 

En ta ecuación (2) hay que tomar en las funciones Ку, (х, y, y”) 
Ру, (Х, у, Y) Y Ру (к. у, у) en lugar деу (х) el segundo лн. de 
la ecuación de la extremal y = y (x, с). 

EJEMPLO 10, ¿Se cumple la condición de Jacobi para la extremal 
de la funcional 


льо | оч dx 
0 


que pasa por Jos puntos O (0, 0) y В (a, 3)? 

soLUcIóN. En este caso іа ecuación de Jacobi tiene la forma 
u” = 0. Su solución general es и = Сх + Су. De la condición u (0) == 
= 0 encontramos Сз = 0 de modo que u = Сух. Estas soluciones 
u = Сх (Сү = 0) no se anulan para ningún valor de a > 0. Por con- 
siguiente, en el arco OB de la extremal no habrá punto conjugado del 
punto O (0, 0). Es decir, este arco se puede incluir en un campo central 
deextremales con centro en el punto O (0, 0). Es fácil ver que la extre- 
mal buscada es la recta y = 24 quese puede incluir, obviamente, en 


el campo central de extremales y = Сух. 
EJEMPLO 11. ¿Se cumple la condición de Jacobi para la extremal 
de la funcional 


ци ой= { waah de (а (а) 2) 
0 


que pasa por los puntos A (0, 0) y B (a, 0)? 

SOLUCIÓN. La ecuación de Jacobi tiene la forma u" + 4u = 0 y 
su solución general es u = Сү sen 2x + Су cos 2х. De la condición 
u (0) = O encontramos Сз = 0 de modo que u = Сү sen 2x. Sia < * 
la función и no se anula para 0 < х < а y la condición de Jacobi se 


cumple; en cambio, sia > > la solución u = C, sen 2x de la ecua- 


ción de Jacobi se anula en el punto x = 5 perteneciente al segmento 
{0, al y en el arco de la extremal y = 0 (0 < x < a) hay un punto 
conjugado del punto A (0, 0). Por consiguiente, si a > > no existe 
campo central de extremales que comprenda la extremal dada. 


En los problemas siguientes analizar si se cumple o no la 
condición de Jacobi. 
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1 
135. 2 10()1= | ((2xy+y24) dx; 
-1 


y(—1=-2, y(1)=0. 
136. J y= | (9?+9—3x) dx; 
0 
y(0)=0, у(а) =0. 


137. Jly(01=) (1+y%dx  y(0)=y(1=0. 


138. /100)1= | yer do y(0)=1, y(a)=b. 


1 

0 

| 

2л 

139. /(0()1= | gdr 000)=0, y=. 
0 


140. Demostrar que si la función integrando de la fun- 
cional 


b 
и бд= | F(x, y) dx 


no contiene y explícitamente, cualquier extremal puede ser 
siempre incluida en un campo de extremales. 

OBSERVACIÓN. La condición de Jacobi es necesaria para que la 
funcional Y ly (x)] alcance su valor extremo; o sea, cuando la extremal 
AB realiza el extremo, el punto conjugado de A no puede estar en el 
intervalo xp < x < xq. Por ejemplo, la funcional 


a 
либ | wena y 0=4(0=0; 
0 
alcanza su valor mínimo en la extremal y = 0. En esta extremal no 


hay puntos conjugados del punto O (0, 0). 
EJEMPLO 12. La funcional 


5 
qa 


4 
лро | yn yaso (а) 0 
0 
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no alcanza extremo en la extremal y = 0 porque en el intervalo 
(o, F a)está el punto 0* (л, 0) conjugado del punto O (0, 0) (ya que 
la solución de la ecuación de Jacobi que se anula en x = 0 es u = 
=C sen x y u se anula también en el punto х= z € (0, Ša) ). 

Efectivamente, tomemos como curva «próxima» a y =0 la curva 


4 
sen nx 
Yn (х) = лї { para esta curva se cumplen obviamente las con- 


diciones y (0) = y 


(E)-0 e nws Ecos nx. Entonces 
tenemos J [0] = 0 
¿De 
% 


(É) а (Exa (==) <> 


para todo entero n > 2. Por consiguiente, la extremal y = 0 no realiza 
el mínimo de la funcional considerada ya que existen curvas próximas 
ay = 0 en las que son negativos los valores de la funcional. Considere- 


mos ahora la familia de curvas ya (х) = + sen $ x cercanas a la curva 
y = Oen el sentido de proximidad de orden cualquiera. Es fácil ver que 


{а „4 99 
ере A 4 9л 

J lyn (х) = f E ах — $ ваз SA > 
0 0 


Por consiguiente, la extremal y = 0 tampoco realiza el máximo 
de la funcional considerada. 


141. Supongamos que en la juncional 


b 
луб | Р(х, y, y) dx 


la función integrando F tiene derivadas parciales acotadas 
de tercer orden respecto a las variables y e y” en cualquier 
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recinto acotado de variación de y e y”. Sean y = у (x) e y = 
= y (x) + 1 (х) dos extremales cercanas. Demostrar que la 
función y (x) satisface la ecuación de Jacobi 


Fyt Fon -+ (Руут Fyn) = 0 


salvo una infinitésima de orden superior respecto а la dis- 
tancia de primer orden entre estas extremales. 
2°. Condiciones suficientes de Legendre. Condición suficiente para 
que la extremal de la funcional 
х 
тибе | Fra уби иба) 
žo 


se pueda incluir en un campo de extremales es que se cumpla la condi- 
ción reforzada de Legendre. Esta consiste en que la desigualdad 


Ру >0 


se cumpla en todos los puntos de la extremal considerada (o sea, para 
todos los x € [хо, x1)). 
EJEMPLO 13, Consideremos la funcional 
2 


1 Ла! (ижи) а 0(0)=1, y()=5. 


Sus extremales son las rectas y == Сух + Ca. La схуд шеш que 
satislace las condiciones de frontera es la recta ү 

En este caso Ру, = 12y'2 4- 2 y en todos los puntos de la extre- 
mal y = 2х - 1 tenemos Ку, = 50 > 0. Se cumple la condición 
reforzada de Legendre y, por consiguiente, la extremal у = 2х +1 
se puede incluir en un campo de extremales. 

Esto se ve también directamente. La extremal y = 2x + 1 queda 
comprendida en la familia топорағатёігіса de extremales y = 
= 2x -+ а (а es el parámetro) que lorma un campo propio. 

EJEMPLO 14, Consideremos la funcional 


206) = [она 1242) ах; 
Бы 
э(—1)=—1, (=l. 
La ecuación de Euler para esta funcional tiene la forma 
Py + 2xy' — 12у = 0 
y su solución general es 
у= Су? + Cat. 
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La extremal que satisface las condiciones de frontera consideradas es 
у=. 

No puede ser incluida en un campo. La única familla monoparamétrica 
de extremales que la contiene es y = ax. Pero esta familia no cubre 
el recinto que contiene el punto de abscisa x = 0 (porque las extremales 
de esta familia no pasan por los puntos del eje Oy con ordenadas distin- 
tas de cero). 

En este caso tenemos Fyy = 2x? y la condición de Legendre no 
se cumple para x = 0. 

Analizar la posibilidad de incluir la extremal en un 
campo para las funcionales siguientes 


1 
142. Jy (= | (02—009) а: y(0)=0, y(1)=0. 
0 


143. либ) | иза y(0)=0, y(a)=0>0. 
0 


144. J W= | n) V IFY dx; 
х0 


y(x) =y» ya) =, n(y)>0. 
145. Jiya) = | (6y2—y%) dx; 
o 


y(0)=0, y(a)=b, b>0. 
$8. Condiciones suficientes de extremo de una funcional 


Se considera el problema variacional elemental, o sea, se considera 
la funcional 


тид } Р, у, узах w 
El 


con las condiciones de frontera 
y (o) = yo у(х)=й. (2) 
10. Condiciones ѕціїсїепіеѕ de Weierstrass. Se denomina función 
de Weierstrass E (x, y, p, y”) la función definida mediante la igualdad 


E (x, у, p, у) = F (x, у, у) — F (x, у, р) — (0 — р) Fp (х, у, P), 
donde p = p (х, y) es la inclinación, еп el punto (х, y), del campo de 
extremales del problema variacional (1) y (2). 
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CONDICIONES SUFICIENTES DE EXTREMO DÉBIL. 


La curva С realiza el extremo débil de la funcional (1) sí: 

1) la curva C es una extremal de la funcional (1) que satisface las 
condiciones de frontera (2), o sea, es la solución de la ecuación de Euler 
para ta funcional (1) que satisface las condiciones (2), 

) lu extremal С puede ser incluida en un campo de extremales 
{esto tendrá lugar, en particular, si se cumple la condición de Jacobi); 

3) la función de Weierstrass E (x, Y, р, Y conserva su signo en 
todos los puntos (х, y) próximos а la extremal С y para valores de y 
próximos a p (x, y). La funcional J ly (x)) tendrá máximo en C si E < 0 
y minimo si E > 0. 


CONDICIONES SUFICIENTES DE EXTREMO FUERTE. 


La curva C realiza el extremo fuerte de la funcional (1) si: 

1) la curva C es una extremal de la funcional (1) que satisface las 
condiciones de frontera (2); 

2) la extremal C puede ser incluida en un campo de extremales; 

3) la función de Weierstrass E (x, y, р, у } conserva su signo en 
todos карш (х, y) próximos a la extremal С y para valores cualesquiera 
de у'. Si E < 0, se tendrá máximo y, si E > 0, se tendrá minimo. 

OBSERVACIÓN. La condición de Weierstrass es necesaria para que 
exista el extremo en el sentido siguiente: si para ciertos valores de y” 
la función £ tiene signos opuestos en los puntos de la extremal, no se 
alcanza el extremo fuerte; si esto ocurre para cualesquiera valores de 
y' por próximos que sean a p, tampoco se alcanza el extremo débil, 

EJEMPLO 1. Analizar el extremo de la funcional 


1 


луб futna 00) =0, уйу=2. 
0 


= 0, donde, debido a la ecuación de la extremal, hay que poner y' = 2. 
Por consiguiente, la ecuación de Jacobi toma la forma u” = 0 de modo 
que и = Cix + Ca. De la condición и (0) = 0 obtenemos С, = 0. 
uesto que para Су £0 esta solución и = no se anula en ningún 
punto a excepción del punto х = 0, la condición de Jacobi se cumple. 
Formamos іа función de Weierstrass 


Еур у} = у +0 р? — р — (0 — р) (3р + 1) = 
= (Y — р)? y + 2р). 


$8 CONDICIONES SUFICIENTES DE EXTREMÓ 93 


El primer factor es no negativo cualesquiera que sean los valores de 
у y el segundo es positivo para valores de у’ próximos а 2. Por con- 
siguiente, se cumpien todas las condiciones de mínimo débil. Además, 
es fácil ver que para y’ < —4 la función £ será negativa y no зе cum- 
Нга 1а condición suficiente de extremo fuerte ya que para el extremo 
uerte se exige que la función de Weierstrass E conserve su signo рага 
valores cualesquiera de y’. Si se 
tiene en cuenta la observación de 

la pág. 92, se puede llegar ala con- у; 
clusión de que en este caso no hay 
extremo fuerte. 

EJEMPLO 2. Analizar el extre- 
mo de la funcional 


1 
Jigs 00]= | (+2) dx; 
о 


y(0)=0, y(1)=0. 


somucióNn. La ecuación de 
Euler para esta funcional tiene la 7 T ғ 
forma y” = 2. Las extremales son 
las parábolas y = x? + Сх + Ca. 
La extremal que satisface las 
condiciones de frontera es y = 
= x? — x. Formamos la ecuación 


de Jacobi „© u=—0, о sea, 
ах 
0. Su solución general es 


u Cix + Ca. La condición 
u (0) = 0 da С. = 0 y la 


u= Сух con С, 520 no se anula 
en ningún punto del segmento (0, 1] 

aexcepción del punto x ; es de- Fig. 11 

cir, la extremal у= х2 — х se 

puede incluir en un campo central 

de extremales con centro en el punto O (0, 0), a saber, en el campo 
у= x+ Сх (fig. 11). La función de Weierstrass tiene la forma 


E(x, у, р. у) = 4e — р)?. Se puede ver de aquí que Е = 


РА + ый 
= (#” — р)? > 0 para cualesquiera valores de у’ Por consiguiente, 
la funcional considerada alcanza en la extremal у — х2 — x mínimo 


fuerte igual а J [$ — x= 2. 


94 Čab. И. EXTREMO DE FUNCIONALES 


Analizar el extremo de las funcionales siguientes. 


146. Jly()]= e (P+ y?) de y(0)=1, y(1)=e. 


147. Jly(x)]=| ely2dx; y(0)=0, y(1)=In4. 


148. Јур) | 2а 00) = 1, у(@)=4. 


a 


lx 


149. /[у(х)] =; y(0)=0, y(a)=b, b>0. 


Siam oia in in ен 
yu 


ч 


150. Jiy(0I=) (1++х)у°4х; y(0)=0, y(1)=1. 


x2 


181. J= |0749 00 =1, y (5)=1- 
2 


152. 100) | y (14-020) а у(—1)=1, 00) = 4. 
а 
x 


153. J= | 209) ас #(—1)=—1, y()=3. 
-i 


20, Condiciones suficientes de Legendre. Supongamos que la 
derivada parcial Fry (ж, y, y') de la función F (х, y, y”) es continua 
y que la extremal С está incluida en un campo de extremales. 

Si en la extremal C se tiene Р, > 0, еп la curva C se alcanzo 
minimo débil; si en la extremal С se tiene Fry, < 0, en ella se alcanza 
el máximo débil de la funcional (1). Estas condiciones se llaman condi- 
ciones reforzadas de Legendre. 

En el caso en que F yy (х, y, У) 2 0 en todos los puntos (x, y) 
próximos a la extremal C y para cualesquiera valores de y, se tiene mini 
mo fuerte y en el caso en que F yyy» (х, y, y) < 0 para estos valores de 
los argumentos, se tiene máximo fuerte. 


fs CONDICIONES SUFICIENTES DE EXTREMO 95 


EJEMPO 3: Analizar el extremo de la funcional 
1 
Juw {| wardi vO=0 уйу=—2 
0 


(a es un número real cualquiera). 

SOLUCIÓN, Puesto que la función integrando depende sólo de y”, 
las extremales son las rectas y = Сух + Су. La extremal que satis- 
face las condiciones de frontera es la recta y = —2x que se puede incluir 
en el campo central de extremales A = Cx. La incłinación del campo 
en esta extremal es р == —2. A continuación, calculamos Eyy = 6y'. 
En la extremal tenemos Р, = —12 < 0, o sea, la funcional alcanza 
máximo débil en la línea y = —2x. Para valores arbitrarios de y” 
el signo de уу по se conserva y, por consiguiente, no se cumplen las 


condiciones suficientes de máximo fuerte. 


En este caso la función de Weierstrass E (x, y, p, y”) tiene la forma 
E(x, y р, 0) = Y —pY @' + 2р) 
y para determinados valores de у’ tiene signos opuestos. Teniendo en 
ша la observación de la pág. 92, deducimos que no hay máximo 
EJEMPLO 4. Analizar el extremo de la funcional 
2 
тшо +d 00) 0, у=. 
0 
SOLUCIÓN. Las extremales son las rectas y = Сух Cy. La extre- 
та] que satisface las condiciones de frontera es la recta y =$; puede 
ser incluida en el campo central de extremales y = Cx. Tenemos, ade- 
más, Fyre (х, y, y') = e >0 para cualesquiera valores de џ'. Por 
consiguiente, la funcional tiene mínimo fuerte en la extremal #=$. 
EJEMPLO 5. Analizar el extremo de la funcional 


(VEZ a 
1ш (1 | ds 000) =0, y=. 
ЕС 


SOLUCIÓN. La función integrando no depende explícitamente de 
x y, por eso, tenemos F — y'Fy' = Сү o, en nuestro caso, 
VIP y? ё, 


Vi ҮҮТ?" 
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de donde 
С, ó уйти) С, 
Ly i t t 
donde Су (=). Pongamos у' =ctg $ . Tendremos y =C; sen? £ = 
С, 2 2 
= (1—cosf). Además, 
бн de, 4 sent Са $ dt 
tez 2ctg -g 
е, integrando, encontramos 
хес, } USA L Gi usent) +C. 
Ci 
Tenemos pues (с=5) 
x=C (t —sen f) + Ca, ) 
y=C (1—cos t), 


o sea, las ecuaciones paramétricas de una familia de cicloides. De la 


Fig. 12 


condición y (0) == 0 encontramos C, = 0. El haz de icloides 

x=C (t—sen t), ) 

y=C (1 —cos f) 
forma un campo centra! con centro en el punto O (0, 0) que comprende 
la extremal 

x=R (t —sen t), ) 

y=R(l—cost), 
donde R se determina de la condición de que la cicloide pase por el 
segundo punto frontera В (a, yy), sí а <2xR (fig. 12). 
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Empleamos la condición de Legendre. Tenemos 
1 
vr ———3220 
Vid+ya? 


para cualesquiera valores de y”. Es decir, para а < 2aR la funcional 
considerada tiene minimo fuerte en la cicloide 


Е, 


x=R (f—sent), 
y=R (1—cos t). 


Empleando la condición de Legendre, analizar el extremo 
de las funcionales siguientes: 


1 
154. Ју ()1= | 2-8) y=, ya 
0 


x3 


155. /{у(х)]== \ rdx; y(2)=4, y(3)=9. 


paco 


2 

156. Jiya) = | (xy *—24y) dx; y(1)=0, у(ду=1. 
í 

157. Jly(9)=) (1—e-Y9)dx; y(0)=0, y(a)=5. 
0 


1 
158. тш (= } yy? dx; y(0)=p>0, y(1)=9>0. 
0 
159. Analizar el extremo de la funcional 
1 
ли) [erre ds y(0)=0, y(M=1; 
0 


para distintos valores del parámetro e. 


EJEMPLO 6 (problema de Euler). Una barra vertical de longitud 1 
se somete a una carga axial P. Para un valor determinado de P (fuerza 
crítica de Euler) la barra se comba, Se pide determinar el valor mínimo 
de la fuerza P ае provoca la flexión longitudinal. 

SOLUCIÓN. Sea Е el módulo de elasticidad, sea / el momento de 
inercia mínimo de las secciones transversales de la barra, seá p el radio 
de curvatura y sea Фф е! ángulo entre la tangente y el eje. 


1—01387 
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La energía potencial de la flexión se determina mediante la 
fórmula 


Si el extremo de la barra desciende en 
1 
0=| (1 —cos q) 45, 
v 
la energía potencial de la barra disminuye en 
1 
а= Pa=PI—P | cos gas. 
0 


Si antes de la deformación la energía potencial es igual a cero, 
después de la deformación estará dada pos la fórmula 


jà 
ичиге (3 Elar +P cos p) 45-Р. 


Puesto que i y (para pequeños valores de $) cos Фф =% E, 
se tiene 


ит | [а 7-е | [e (Ly ри] dx. 


En el caso de equilibrio, la energía potencial toma su vator míni 
mo. Por eso, el problema se reduce a la determinación del mínimo de 
la integral 

Н 


119 (91 \ [er (4®)*—е] ji 
En este caso т 


=EI ($L)? 

век (r) —Ре 

y la ecuación de Euler tiene la forma 
> = Фе 
p"+arp=0, donde =r" 


La solución general de esta ecuación es 
P = С; sen ах + С, COS ах. 
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Puesto que tg Фф = Ф para valores pequeños de q у como, además, 
{&Ф= y, se tiene 
y' = С, sen ax + С, cos ах, 


de donde 


Сз sen ax 


emna с. 


C, cos ох 
a ч 


Si el extremo inferior de la barra está en el origen de coordenadas, 


será y = 0 para х= 0, o sea, Ci = C= 0 


у= С senar. 


Veamos si se cumplen las condiciones de Legendre y de Jacobi. 
Es obvio que la condición de Legendre se cumpie: 


BF 


=2E/>0. 


La ecuación de Jacobi tiene la forma 
Elf + Pz=0 6 2" + о = 0 


con la particularidad de que 2 (0) = 0. Por eso, la solución de la 
ecuación de Jacobi será 


2= А sen ох. 
La función z se anula para En 1, 2,...) de modo que la 
condición de Jacobi se cumplirá si > De aquí 
n? 
P> Дт El. 
El valor minimo de la fuerza crítica de Euler será 


Рип 


п? 
E EI 
y la ecuación de la curva de flexión será 


=Q sen EE 
y sen. 


39. Piguratriz. Sea dada la funcional 
ь 
Jw оле Ро э, узах. 
а 


Tomando х e y como parámetros, consideremos la función y = 
= F (x, y, y') en tanto que función del argumento y'. El gráfico de 
esta función en el plano de las variables (у', Y) se denomina A guratria. 

7 
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Es fácil probar que la función de Weierstrass Е (x, y, р, y”) representa 
la diferencia entre las ordenadas de la figuratriz y las ordenadas de la 
tangente a la figuratriz trazada рог el punto de abscisa y” = р. Si ta 
función de Weierstrass conserva su signo para ciertos valores de y”, 
ello ч que la figuratriz está por encima о por debajo de la 
tangente para esos valores de y’. En este caso hay mínimo débil. Si 
la figuratriz está a un lado de la tangente para todos los valores de 

y para los valores de los parámetros x e y próximos a los puntos de 
la extremal, hay extremo fuerte, 

La condición suficiente de Legendre se expresa en estos términos 
así: si para todos los puntos (х, y) próximos a la extremal la figuratriz 
es cóncava hacia las Y positivas o negativas, hay extremo fuerte. 

EJEMPLO 7. Analizar el extremo de la funcional 


a 


пшр | иа y0=0, vw 
0 


SOLUCION. Las extremales son las rectas y = Сух + Сз. La extre” 
mal buscada viene dada por la ecuación y = z7* Puede ser incluida 


Fig. 13 


en un campo central de extremales. La figuratriz es la parábola 
Y = y? (fig. 13). Es fácil ver que toda la figuratriz está por encima 
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de la tangente trazada a la misma en el punto p = 6, cualesquiera 
que sean a y b (a +0). Por consiguiente, la funcional considerada tiene 
mínimo fuerte en la extremal y = ar 

EJEMPLO 8, Analizar el extremo de la funcional 


Jly(dl=)| узах y(0)=0, ylaj=b, b>0. 


ouma 


SOLUCIÓN, La extremal buscada esla recta y = 2; que se puede 
incluir en el campo central de extremales y = Cx con centro en el 


Fig. 14 


punto O (0, 0). La fuguratriz es la parábola cúbica Y = y”? (fig. 14). 
Para valores de y' suficientemente próximos al valor р = 7 la figu- 


ratriz está sobre la tangente a la misma en el punto de abscisa у' = 2. 
De la fig. 14 se puede ver que la figuratriz corta la tangente en el punto 
de abscisa y’ = — ту? la izquierda de este punto aparece por debajo 
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de la tangente. Por, lo tanto, hay mínimo débil en la extremal 
ет 

Nótese que рага р = 0 (esto corresponde al caso b = 0 en el que 
la extremal es un segmento del eje Ox) la tangente a la figuratriz es 
el eje Oy” y el punto О (0, 0) es un punto de inflexión de la figuratriz. 
Teniendo en cuenta la observación de la pág. 92, vemos que en cual- 
quier vecindad del punto О (0, 0), por pequeña que sea, Ја figuratriz 
tiene ordenadas tanto positivas como negativas. Por lo tanto, la 
función de Weierstrass Е tiene signos opuestos para valores de y 
tan próximos a р = 0 como se quiera у, рог consiguiente, en esto caso 
no se alcanza ni siquiera el extremo débil. 

EJEMPLO 9. Probar que la extremal y = 0 del problema variacional 


1 
14у «= | (02—03) ах; у (0) =y(1)=0, 
0 


realiza el mínimo débil de la funcional. 
soLución. En este caso la condición de Legendre da 


Буу, \у-о= (2—60) ly07=2>0, 


o sea, se alcanza mínimo débil еп la extrema! у = 0, Demostremos 
que en esta extremal no se alcanza el mínimo fuerte. Consideremos la 


Fig. 15 


Siguratriz Y = y/? — yy? para los valores y > 0 (Sig. 15). De la fig. 15 
se ve que la tangente a la figuratriz en el punto de abscisa р = 0 corta 


la figuratriz en el punto y’ = —. Es decir, para los puntos (х, y), 
con y > 0, próximos a los puntos de la extremal y = 0, la función de 
Weierstrass Е es positiva para valores de y’ menores que 7 y es negati- 
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ya рага у > T, Según la observación de la pág. 92, no hay minimo 
luerte. Una situción semejante se tiene también para y < 0. 

Lo que destaca este ejemplo es que en él la condición Р, > 0 
se cumple en la extremal po cualesquiera y” y, sin embargo, ello 
no implica la existencia de extremo fuerte. 


Empleando la figuratriz analizar el extremo de las funcio- 
nales siguientes: 


1 

160. и (01 0-0) иза; y(0)=0, у(у=—2. 
0 
2 

161. J= | y (+ y~) 000) =. 
-i 


162. J iy (ð= f (1—e-v%) dx; 
0 
y(0)=0, y(a)=b, (b>0). 
163. Јри) (6y?—y “+ yy) ах; 
0 


y(0)=0, у(а) =6 (020). 


OBSERVACIÓN. La no negatividad de la segunda variación es con- 
dición necesaria, pero no suficiente, para que la funcional J [y (х)) 
alcance mínimo en ta curva. 

EJEMPLO 10. Consideremos la funcional 


1 
ливе | epa 
0 
en el espacio С 10, 1). La ecuación de Euter tiene la forma Fy = 0 


ó y = 0. Para 0 < x < 1 la segunda variación de la funcional en la 
extremal y = 0 


í 
эго, дй = | xp az 
0 


es positiva рага todo бу 40. Sin embargo, en cualquier vecindad del 
cero la funcional J [y (x)] toma también valores negativos; basta fijar 
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в >0 y considerar la función 
—х+, 0<х<е, 
n= { 0, x>e. 


Entonces tendremos J [ye (х)] = 5 <0 para cualquier e> 0. 


DEFINICIÓN, Se dice gue ta funcional cuadrática Ly [A] definida en 
un espacio normado es fuertemente positiva si existe una constante 


Е > 0 tal que 
La lhl > k lh iP 


para todo Л. 

CONDICIÓN SUFICIENTE DE MINIMO. Condición suficiente para que 
la funcional J ly (x)] definida en un espacio normado tenga minimo 
en el punto estacionario y = yo es que su segunda variación sea fuerte- 
mente positiva en у = Yo, o sea, que se cumpla la condición 


5% lyo, бу! > Ё | ôy 11%, 


donde k = const, k > 0. 
4°. Supongamos que se busca el extremo de la funcional 


z 


Digo Vaso nl | F йы» с Var Wi War oon Иа, @) 


zo 
que depende de n funciones s (x), Ya (х), .. «+ Yn (Х), con las condi- 
ciones de frontera 

Un (хо) = Yao» ИА (80) = Ya (4=1,2,-.... л). 


à La condición reforzada de Legendre consiste en que las desiguatda- 
les 


Ei > 
Ру Руш, 
F Е >0, .... 
уу Ev 
Ку Furv, ER 
Foi Ри, e Fo lo a 


se cumplan en todos los puntos de ia extremal considerada de la fun- 
cional (3). 

La condicion reforzada de Jacobi consiste en que el segmento 
[xo. ху] no contenga punto conjugado del punto хе. 


ГЕЯ CONDICIONES SUFICIENTES DE EXTREMO 105 


La condición reforzada de Legendre (4) conjuntamente con la 
condición reforzada de Jacobi garantizan por lo menos la existencia 
del mínimo débil de la funcional (3). 

EJEMPLO 11. Analizar el extremo de la funcional 


1 


тшш), 001 | wr as; (5) 
0 
y(0)=0, 2(0)=0, 
00)=1, г()=2. ) © 


SOLUCION. Las ecuaciones de Euler para la funcional (5) son 


de modo que 
у= С, + Сәх, 
Т 
Сево n 
Empleando las condiciones (6), obtenemos 
C1=0, Са=1, Ca=0 y C1=2 
La extremal buscada 


=x, 
с 8 
representa una recta que pasa por el origen de coordenadas. 
Tenemos 
Eyy=2  Fya=0 Рр y Р = 2. 
La condición reforzada де Legendre se cumple: 
Еу Буг | |20 
ТТФ y 07 88 -|o 1-2% 


Veamos si se cumple la condición reforzada de Jacobi 
(a) Una de las definiciones de punto conjugado es la siguiente (véase 

Supongamos que se tiene una familia de extremales de la funcio- 
nal (3) que arrancan del punto inicial (хо, удо, - - -» Yno) en direc- 
ciones próximas pero linealmente independientes. Se dice que el 
punto x* Є [xo, Al es conjugado del punto xp si existe una sucesión 
de extremales, que arrancan todas del punto inicial y que son tan 
próximas como se quiera a la extremal considerada, tal que cada una 
de estas extremales corta la extremal considerada con la particulari- 
dad de que las abscisas de los puntos de intersección convergen hacia 
el punto x*. 

En nuestro caso las extremales son las rectas (7). Todas las extre- 
males que arrancan del punto (0, O, 0) cortan la extremal (8) en este 
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punto solamente. Por lo tanto, el segmento [0 1] de variación de x 
no contiene punto conjugado del punto хо = C. Es decir, se cumple 
tanto la condición reforzada de Legendre como la condición reforzada 
de Jacobi de modo que la extremal (8) realiza el mínimo débil de la 
funcional (5). 


Analizar el extremo de las funcionales siguientes: 


164. J ly (x), z (x)1 = j VIF y +2 dx 

00) =o, y(1)=2, 2(0) =0, 2(1) =4. 
165. J ly (x), 2 (%)1= [отга ах; 

00)-0, 9(0)=1. 2(0)=0, 2(1) = 0. 


$ 9. Extremo condicionado 


10, Problema isoperimétrico. Sean F (х, y, y') y G (x, y, y) dos 
funciones. 

El problema isoperimétrico consiste en lo siguiente: entre todas 
las curvas y = y (x) € Сү [хо, х1] a lo largo de las cuales la funcional 


< 
Kly w= f G(x, y, y) dx 
xo 


tiene un valor fijo ¿ hallar la curva en la que la funcional 


Б 
тибе { Е (х, y, y) ах 


xo 


alcanza su valor extremo. 

Suponemos que las funciones F y G tienen derivadas parciales 
continuas de primer у de segundo órdenes para xo < х < ху у рага 
valores cualesquiera de las variables y e y. 

TEOREMA DE EULER. Si la curva y = оў realiza el extremo de la 
funcional 


xi 
лиа { Fix, y, y) ах 
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con las condiciones 
x 
кшшп= | 0 y 0) y= бди, 
à 


y si y = y (х) no es extremal de la funcional K existe una constante A 
tal que la curva y = y (x) es extremal de la funcional 


X 
цио) | IF y, HAG t, y, yl dx 
xo 


EJEMPLO 1 (problema de Dido). Entre todas las curvas cerradas 
de longitud 21 hallar la curva que comprende el área máxima. 

SOLUCIÓN. Observemos, ante todo, que dicha curva debe ser con- 
vexa. Efectivamente, de lo contrario encontraríamos una recta L 


Fig. 16 


tig 16) tal que, al reflejar en efla la parte BCD de la frontera, obten- 
dríamos un recinto de área mayor que el inicial siendo la longitud 
de la frontera la misma que antes. 

Observemos también qe toda recta que divide por la mitad la 
cerrada que comprende el área máxima ha de dividir por la mitad la 
propia área. Efectivamente, supongamos lo contrario y sea L, una recta 

ue no cumple esta propiedad. Reflejando en L, la parte de la figura 
е área mayor, obtendremos una curva de idéntica longitud pero que 
comprende un área mayor. 

Tomemos como eje Ox cualquiera de las rectas que dividen por 
la mitad la curva; llegamos entonces al problema siguiente. 

Hallar la línea y = y (x), y (—a) = y (a) == 0, de longitud fija 
{> 2а que conjuntamente con el segmento —a < х < a del eje Ох 
encierre el área máxima. Por lo tanto, el problema se reduce a hallar 
el extremo de la funcional 

в 


119 00]= f уйк, y(—a)=y (а) =0; 
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con la condición complementaria de que 
а 
кіш Уа 20, «у 
Za 


Formemos la función auxiliar 
Н= Е+А0= у(х) +Ауру) 


y consideremos la funcional auxiliar 
а 
шид | H у, у). a 


La ecuación de Euler para la funcional (2) tiene la forma 


de donde 


дё _ х-+ЕС, (8) 
dt ум 

Integrando la ecuación (3), obtenemos 
(+С1)2+ (y+C2)?=22, 


o sea, la circunferencia de radio A con centro en el punto (—С,, —С,). 
Las constantes Cı y Ca así сото el parámetro А se determinan de las 
condiciones de frontera y (—a) = y (a) = 0 y de la condición isoperi- 
métrica (1). Tenemos 

C3=M—(C,—a)?, ) 

(19 (C14+0), 
de donde 

С,=0 у Ca=V FÈ 

de modo que 


y V BA е = Ж 
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La condición (1) da entonces 


i= ах =harcsen E 9А arcsen 2. 
А |х=-а A 


Resolviendo respecto a À esta ecuación trascendente, encontramos un 
valor determinado À = А y después encontramos el valor de Са = 
= уңа e 

Es fácil persuadirse de que la ecuación 5 = sen zy tiene siem- 


pre solución. Efectivamente, tomando = 1, esta ecuación quedará 


reducida a sen t = 22 t, donde Laa por hipótesis del problema. 
La inclinación de la tangente a la función y = sen {еп el punto £ = 0 
es 95 mientras que la inclinación de Ja función y =at es menor. Рог 


consiguiente, los gráficos de estas funciones tienen un punto de inter. 
sección como mínimo, a parte del punto O (0, 0) 

PRINCIPIO DE RECIPROCIDAD EN EL PROBLEMA ISOPERIMÉTRICO. 
Las extremales de la funcional 


z 
лол | Р, y, yde 
х2 
con la condición complementaria 
z; 
Ky (к)]= | с Y, y") dx= const 
zo 


Coinciden con las extremales de la funcional K [y (x)] con la condición 
J ly (Х)] = const. 

jasándonos en el principio de reciprocidad, deducimos del proble- 
ma de Dido el resultado siguiente: enfre todas las curvas cerradas que 
сори un área fija, la circunferencia es la curva de longitud 
mínima. 

Es fácil obtener este resultado directamente si se recurre a, la 
bms paramétrica del problema variacional. 

ean 


хех(0), x (fo) =x (fi), 


y=400, видри 1 е 
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las ecuaciones de una curva cerrada. El problema consiste en hallar 
el extremo de la funcional 


1 
| daria ae 
con la condición 
| (ку —yx) а= С. 
Introduciendo la función 
1 
F= (HINTA 00—00), 
encontramos (véase la pág. 68) que la curvatura + de la curva que 


realiza el extremo es constante: 


=. 
7 
Por consiguiente, la extremal buscada es una circunferencia. 
Utilizando el principio de reciprocidad, se poseen resolver, sin 
realizar cálculos, algunos problemas «variacionales» de la Geometría 
elemental. 
EJEMPLO 2. Demostrar que: 1) entre todos los triángulos de base 
ў perímetro fijos, el de área máxima es el triángulo isósceles; 2) siendo 
ijas el área y la base, el triángulo isósceles es el triángulo de perí- 
metro minimo. 
SOLUCIÓN. 1) Tomemos una elipse cuyos focos son los extremos 
de la base de los triángulos considerados (fig. 17). De la propiedad 


хү 


Fig. 17 


de la elipse deducimos que todos los triángulos ACB tienen el mismo 
perímetro. Es evidente que el área máxima corresponderá al triángulo 


$9 EXTREMO CONDICIONADO 1n 


de altura máxima ło que significa que el vértice del triángulo debe 
ОШЕН con el vértice Со de la elipse. El triángulo АСВ es isósce- 
ез. 


A 2) Según el principio de reciprocidad, siendo fijas el área y la 
base, el perímetro minimo corresponde al triángulo isósceles. 
EJEMPLO з. Hallar el mínimo de la integral 


10091 | узак 
° 


л 
соп las condiciones | y2dx=1, у (0) = у (л) =0. 


SOLUCIÓN. Formemos la funcional auxiliar 


x 
пеш {иза ds 
0 
y consideremos su ecuación de Euler 
DL 0y)=0, osea, y—1y=0. (4) 


Su ecuación característica es г2 — А = 0, de donde rra = + Vi. 
Está claro que А debe ser menor que cero: si aceptamos que А > 0, 


la solución general de la ecuación (4) tendrá la [orma y = Се СЫ + 


+ Cae МА, tas condiciones de frontera y (0) == y (x) = 0 se cumpli- 
rán sólo para С, == 0, Ca = 0, osea, resultará y = 0 y по se cumplirá 


л 
en este caso la condición Y ras = 1; de la misma forma, si А = 0, 


0 
la solución de la ecuación de Euler (4) que satisface las condiciones 
de frontera también será la función y = 0. Por eso, consideramos que 


à < 0 de modo que та = ti Y -Ñi y la solución general de la 


х. La condición 
y(0)=0 da С. = 0 y la condición y(1)=0 da — = k 


nado aún. Utilizando la condición fra 1, obtenemos 
0 


а 
| отат аке, 
> 
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de donde Су = + vz. O sea, ya / Жам. Todas las extre- 
males yo 2 sent pasan por los puntos (0, 0) y (л, 0), pero 


sólo para dos, a saber, у=: yZ senx, se cumple la condición 
de Jacobi. En estas dos extremales se tiene 


x z 
тое | ига ў Z охак. 
0 0 


EJEMPLO 4 (problema de Kelvin . Supongamos que en el plano 
хОу está distribuida una masa de densidad continua p (х, y) y supon- 
gamos que se tiene en el plano una curva C suave a trozos y dos puntos 
Р, y Ру sobre la misma. Entre todas las curvas de longitud fija / 
que unen los puntos Р, y Pa hallar la curva que conjuntamente соп 
el arco P,P; de la curva C forme un recinto D de masa máxima. Los 
puntos P, y Ру pueden coincidir. 

SOLUCIÓN, Consideremos la función 


Via y= f цб, y) ах, 


Según la fórmula de Green, tenemos 


5 po waxay=S | H axdy=0 Y dy, 
D D Г 


donde el contorno Г se compone de la curva L у de la parte РР 
de la curva C. A lo largo de esta última parte la integral toma un 
valor determinado que designaremos por K. Aceptando que la curva 
L está dada en forma paramétrica 

x=x (í), } 

<<, 

к=), " А 

tendremos entonces 


t 
SJ uo nax asi V(r йй di+K. 
D ta 


Por consiguiente, el problema ha quedado reducido a la determi- 
nación del máximo de la funcional 


t 
n= Ve nhat 
3 
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con la condición de que 
tu 


\ Уза. 
ta 

Consideremos la función auxiliar 
Е=уў+У азыг 


y empleemos la forma de Weierstrass de ta ecuación de Euler. Tenemos 
ду 


F =>. .=0, 

аў дх ys 
F.. 
хх A 

== 
Par 

de modo que la ecuación de Euler en la forma de Weierstrass съ 

11 
г А 0х 


o, recordando la expresión de la función Y (х, y), 
1 LW 
r à И 


donde r es el radio de curvatura de la curva pedida. 

En el caso en que u (х, y) = const resulta que la curvatura de 
la curva pedida es constante y, por consiguiente, las extremales son 
circunferencias, Queda claro que realizan el máximo de la funcional 
Yi 

También se denominan problemas isoperimétricos los problemas 
variacionates en los que se pide hallar el extremo de la funcional 

Е 
Uli а coo аа | РО yn ds н УТА: 
zo 
con las así llamadas condiciones іѕорегітёігісаѕ 
ЕЯ 
{ Gi (X, Yis Yos <> Uno Yis Yes oo Yn) dx= li 16) 
ES 
Ч@=1,2,...‚ т), 


donde {{ son unas constantes, 
Para obtener la condición necesaria fundamental en el problema 
isoperimétrico sobre ta determinación del extremo de la funcional (5) 


801387 
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con las condiciones (6) hay que formar la funcional auxiliar 


х1 т 
Фин, Ye + а= | (F+ У мот) ах, 


xo i=1 


donde À; son unas constantes y escribir sus ecuaciones de Euler. Las 
constantes arbitrarias Су, Ce, ..., Can de la solución general del 
sistema de ecuaciones de Euler asi como las constantes №, Аз, .. . 
++» Âm se determinan de las condiciones de frontera 


Ya (ж) = Gro MA) йа (#=1,2, n) 
y de las condiciones isoperimétricas (6) 
х 
f Ву AD ey йй 
xo 


EsempLO 5. Hallar la extremal en el problema isoperimétrico 
sobre el extremo de la funcional 
1 


Шу од, 2001= { (024-272 4x2! —42) dx; 
v 
y(0)=0, 2(0=0, у()=1, 2(0= 15 


con la condición 
1 


| (2 ху 22) dx=2, 0) 
о 
SOLUCIÓN. Formamos la funcional auxiliar 
1 


тшш), za = | у? аах ае А (24! 22] de 
a 


y escribimos para ella el sistema de ecuaciones de Euler 


агы, 
у Y +94 А) =o, 


d о 0. 
4—00 4:22) =0; 


resolviendolo, encontramos 
„+С 
Шайт» 


Éy 


03% 
ES 
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Las condiciones de frontera dan 


344 
эы 


Cs ‚ C¿=0, Су=2(—)) y Ci=0 


de modo que 


REA) х 
UN? ) 
2=х. 
Para determinar À recurrimos а la condición isoperimétrica (7). Puesto 
que A y 2' =1, obtenemos 
{ 
(2х 4-3% 4)2 (2Ах 4-34 44) х 
= —1|4с= 
Ms dl 
de donde, después de unos cálculos sencillos pero voluminosos, obte- 
nemos para 2 la ecuación siguiente: 


L Фаз 4 40h 4-24) =48 (42424 4-1). 


De aquí resulta =P y = -E. Introduciendo en (7), vemos 


10 12 sia 
que h= =i за!їзїасе y А = -7r ™ satisface la condición iso- 


perimétrica. 
La extremal buscada se determina por las ecuaciones 


= A 
a, } 
2= х. 
Hallar las extremales еп los siguientes problemas іѕоре- 
rimétricos. 
166. Entre todas las curvas planas de longitud / con 
extremos en los puntos fijos М, (хо, Yo) Y М, (%1, Ya) hallar 
la curva con ordenada mínima del centro de gravedad (pro- 


blema sobre la forma de equilibrio que toma un cable pesado 
homogéneo por acción de la gravedad). 


П 
167. уо) | иа; y(0)=1, y(1)=6; соп la 
0 


1 
condición \ ydx=3. 
v 
ge 
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1 


168. /1и()1= | (*+9% dx y(0)=0, y(1)=0; соп 
0 


А. 
la condición [pnt 
v 


g 
169. Jig = | иза; y(0)=0, 001) =: con la 
9° 


1 
condición \ (y—y?)dx= z 
ú 


20, También es un problema variacional de extremo condicionado 
el problema de Lagrange en el que se pide hallar el extremo de la 
funcional J [уу, Ya - - qa) con la particularidad de que se imponen 
ciertas condiciones de enlace a las funciones de las cuales depende 
la funcional J. 

El problema se plantea así. Hallar el extremo de la funcional 


ЕЯ 
Vido Bas з а |Р, pi da ос Uno И ás о М (® 
xo 
Шу (о) = ур уба) ин (j=l, 2, 1; 
con las condiciones 
Pi (к, Ya Ya» + + <> Yn)=0 (9) 
(= 1,2, ..., m т < л) 
que se consideran independientes. 
TEOREMA. Las funciones уу. Ya, - - .. Yn que realizan el extremo 
de la funcional (8) con las condiciones (9) satisfacen, siempre que los 


factores ^; (x) (i = 1,2, .... т) se escojan debidamente, las ecuaciones 
de Euler de la funcional 


x m i 
| [*+ Ж higi |. 
xo isi 


m 
Para abreviar pondremos F+ D)A¿Q:]3D(%, yn Ya -o Ynr Yb 


= 
Yer «>=» Ya). Entonces las funciones А; (х) e y; (х) se determinan de 
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las ecuaciones de Euler 
d 

A —— 0,0 ==, Жор. 
a Dy; gy u 
y de las ecuaciones 

Pi (E yr Ya eo Yd ((=1,2....m. 
Las ecuaciones q, = 0 también se pueden considerar como ecuaciones 
de Euler para la funcional /* si se acepta que los argumentos de esta 
funciona) son tanto las funciones уу, 92. . - ., yn сото las funciones 


M (а), Ad Amd 
EJEMPLO 6. Hallar la distancia mínima entre los puntos 
A(L, —), 0) 3 В (2, 1, —1) que pertenecen а la superficie 15х — 
— 7y + 2z — 22 = 0. 
SOLUCIÓN. Comosesaben la distancia entre dos puntos А (xo, Yo; 20) 
Ра ба у, 2) еп la superficie Ф (х, y, 2) = 0 se determina рог la 
rmula 


х 
i= $ утру +23 dx, 
хо 


donde y = y (х), z = z (х). 
Se pide, pues, hallar el mínimo бе 1 con la condición Ф (х, y, 2) = 
= 0. En nuestro caso, 


x=) 4=2 ф(х у 2) = 15x — Iy + 2—29. 
Formamos la funcional auxiliar 
2 
2» = \ IV IFEF А (x) (15x—7y +2—22)) dx 


y escribimos para ésta las ecuaciones de Euler 


d ГА 
ralni ln) аю 
d ES 
o (трея) = un 


Resolvamos el sistema de ecuaciones (10) y (11) empleando la condi- 
ción de enlace 
15х — 79 + г — 22 = 0. (12) 


Las funciones incógnitas y == y (x) y 2 = 2 (x) satisfacen las siguientes 
condiciones de frontera: 


s=, y0)=L 20) = 0, 20) = 1. (13) 
Multiplicando por 7 la ecuación (11) у agregándola а (10), obtenemos 
ER ( "+72 ) 

dx утру 
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de donde 
y 4-72 
TARA а 
De (12) tenemos 
z = Ту — 15. (15) 


Introduciendo este valor de 2' en (14) y resolviendo Ja ecuación dife- 
rencial obtenida, encontramos y = Сух + С. Las condiciones de 
frontera (13) dan С, = 2 у С, = —3 de modo que 


у= 2х — 3. (16) 
Teniendo en cuenta (16), de (15) resulta 
z= 1-х (17) 


(es obvio que la función (17) satisface las condiciones de frontera). 
De (10) o de (11) obtenemos A = 0. La distancia buscada ез 


2 
t= | VFF уб. 
1 


Este resultado se puede obtener inmediatamente de considera- 
ciones geométricas evidentes. 


30. Líneas geodésicas. Sea 
r= r (u, 0) (18) 


la ecuación vectorial de una superficie. 
Se ljama línea geodésica la linea de menor longitud que pertenece 
a la superficie considerada y que une dos puntos (о е la misma. 
Las ecuaciones de las líneas geodésicas se pueden obtener como 
las ecuaciones de Euler correspondientes al problema variacional 
sobre la distancia mínima en la superficie entre dos puntos fijos. 
Toda línea perteneciente a la superficie r = r (и, 0) se puede 
representar por las ecuaciones paramétricas 


u=4(0), v=o (0. 


La longitud de su parte comprendida enire los puntos correspondientes 
а los valores fọ y t, del parámetro Ї es igual a 


tu 
Flete), v(t)]= \ ҮЕ Рио F Go dt, (19) 
lo 


donde Е, F y б son los coeficientes de la primera forma cuadrática 
de la superficie (18), o sea, 


(дт дг (дт дг (ат dr 
e(a a) td l 90): 


Aqui (a, b) es el producto escalar de los vectores а y b. 
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Para la funcional (19) el sistema de ecuaciones de Euler tiene 
За forma 


Еш'%-Е2Рш/'®%' + Guu? d 2(Еи' 4- Fu) 

an =0, 
Үт ?2Ри ә - боз di y Ev? 2Fuv + бо% 
Epu’? 4 2Fyu'v +Gou'? 4 2(Fu' 4-00) 23б | 
Y Ewy fuu Go? dt y Еи? 2Fu'v' + Gv? БЕ 


esempLo 7. Entre todas las curvas que están sobre una superficie 
esférica de radío R y que unen dos puntos fijos de la misma, hallar la 
curva de longitud mínima (la curva geodésica) 

SOLUCIÓN. Sean фу 9 las coordenadas del punto en la esfera 
y sea ф = q (0) la ecuación de la curva pedida, Tenemos entonces 


г г (р. 9) = х (ф. 0) 1+ y (9.0) J+ zip, 0 k, 
donde 
x= К соѕзфѕеп Ө, y ~ R sen q sen Ө, 
2 = В соз Ө. 
Por о г) = Ri sent 0; G р Rè, F= (ro т) 0 
= (г геу) = А2 sen? 0; G = (re, лө) = Ri, = (ra, Р) = 0. 
ре aquí. segun la fórmula (19), tenemos e 


ө; a 
J19(0)1=R \ y F зеп 60 =R $ УТ еп de. 
de ё 


El integrando по contiene la función incógnita q (0) y, por eso, la 
ecuación de Euler será 


d sen? 0g’ (Ө; 
Tr lo =0 donde OR 
de modo que 
MESTIZO & 
VIE б 
de donde 
А Cr С, 
вукао aro 


2216] 
sent б 
A E г: МЕЙ... 
sen? Ө Y (С) — С сін? 6 yai- eh egete 0 
Integrando, obtenemos 
Cı ctg 6 + 


US 


Ф (0) =arccos 
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ó 
Фф (9) = arccos (С ctg 9) + Сг, 
De aquí 
C ctg 9 = cos [q (0) —Cal 
ó 
ctg Ө= A cos q (0) -+ В sen р (0), (20) 
donde 


д os Co y в = 562 


—— 
Multiplicando рог R sen Ө ambos miembros de (20), obtenemo: 


R cos Ө = AR cos ф sen 8 + BR sen q sen 0 
o, pasando a las coordenadas cartesianas, 
z= Ax + By. 


Esta es la ecuación de un plano que pasa por el centro de la esfera 
|, que corta su superficie según un círculo máximo. Por consiguiente, 
a línea más corta (línea geodésica) es el arco del círculo máximo. 

EJEMPLO 8. Demostrar que para una superficie de revolución 
es constante en cada uno de los puntos de las geodésicas el producto 
del radio del paralelo por el seno del ángulo entre la geodésica y el 
meridiano (teorema de carat 

SOLUCIÓN. En coordenadas cilíndricas la ecuación de una super- 
ficie de revolucion tiene la forma 


x=PpCosp, у= рѕепф, 2 
Determinemos los coeficientes Е, Р у G: 
E=14f2 Р= 0, G 


Por eso, la diferencial ds de la longitud de arco еп 7а superficie de 
revolución tiene la forma 


а-у рар. 


En la superficie de revolución las líneas geodésicas serán extremales 
de la funcional 


Elo). 


o 

| VETTE. 

Фо 
Como la función integrando no contiene explicitamente Ф, obtenemos 
inmediatamente 


=const, 


a ES 
Ү+а+лЛ 5р? 
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о sea, p? A = const. Observando que p ¿E seno (fig. 18), obte- 
nemos р sen о = сопҳі que es lo que se quería demostrar. 


170. Hallar la distancia más corta entre los puntos 
A (1, 0, —1) y B (0, —1, 1) en la superficie x + y + 2 = 0. 
171. Hallar las líneas geo- 


désicas del cilindro circular 
r=R. 


$ 10. Problemas variacionales 
con fronteras móviles 


10, Problema elemental con fron- 
teras móviles. Sea F=F (x, y, y') una 
función diferenciable tres veces respec- [7 
to а sus argumentos y sean 
y=) е y=% (1) 
donde о (х) ЄС, [а, 2] y- {x} € 
€C; la, a, dos curvas en el plano хОу. 
Consideremos la funcional 


А e) 5 
А Fig. 18 


definida para las curvas suaves y = y (x) cuyos extremos A (Xo, Yo) 
у В (ху, у) se encuentran en las curvas (1) de modo que yo = Ф (xo) 
e y = Y (ху). Se pide hallar el extremo de la funcional (2) 

TEOREMA, Supongamos que en la curva үө: y = у (x) se alcanza 
el extremo de la funcional 

Huy w= f F(x, y, y)dx 
X 

entre todas la curvas de la clase Сү que unen dos puntos arbitrarios de 
dos curvas fijas у = y (х) e y = № (x). Entonces la curva Ya es una 
extremal y en los extremos А (хо, Yo) у В (ху, уу) de la curva Yo se cumplen 
las condiciones de transversalidad 


IHEP) Fiol 05 ) 


(+ (98) Fy ly: =- 
Es decir, para resolver el problema elemental con fronteras 
móviles es preciso: 
1) Escribir y resolver la ecuación de Euler correspondiente. 
Como resultado, se obtiene una familia de extremales y = f (х, Сү, Ca), 
que depende de dos parámetros С; y Сз. 


(3) 
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2) Determinar las constantes С, Су, хо y xı de las condiciones 
de transversalidad (3) y de las ecuaciones 


Ро, Сү, Са) = (хо), ) 
Гоа, Сү, Со) =p (21). 


3) Calcular el extremo de la funcional (2). 
EJEMPLO 1. Hallar la condición de transversalidad para la fun- 
cional 


(4) 


ж 
у Го. йе” Үз узах,, Ро, y) = 0- 
% 
SOLUCIÓN. Supongamos que el extremo de la izquierda de la extre- 
mal se ha fijado en el punto А (хо, Yo) mientras que el extremo de la 


derecha В (х1, из) puede desplazarse por una curva y = y (x). Tendre- 
mos entonces 


ГЕ (0 — 9) F yl ima 0. 
En nuestro caso es 


Esla peter y TER у к„=рх, ету EL 


La condición de transversalidad se representa así 


[г peros VTF 


ор и), рете" 


De aquí obtenemos, debido a la condición f (х, y) 40, 


E, A 6 
тру . (5) 
Desde el punto de vista geométrico, la condición (5) -ignifica que las 
extremales y = y (x) deben cortar la curva у = Фф (х) por la cual 
se desplaza el punto extremo B (ху, y1) de modo que el ángulo entre 
estas curvas sea de + 
Efectivamente, la relación (5) se puede transformar del modo 
siguiente: supongamos que la tangente a la extremal en el punto 
В (ху, 41), que pertenece а la curva y = 1р (x), forma ángulo & con 
el Ox y que la tangente a la curva fija y = q (x) forma ángulo В 
(tig. 19); entonces, se tiene tg a = y”, tg P = y y el primer miembro 


de la fórmula (5) da tg (В — а); pero como —1 = tg (-4} resulta 


Ba== ES de dondea = В + 2-е es lo que se quería demos- 
trar, 
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esempLo 2. Hallar la distancia de la parábola у = x? a la secta 
х= 5. 

SOLUCION, El problema consiste en hallar el valor extremo бе la 
integral 


Е 
Iwo f VIF dx 
ES 


con la condición de que el extremo de la izquierda de la extremal se 
puede desplazar por la curva y = х? mientras que el extremo de la 


Fig. 19 


derecha, por la recta y = x — 5. Por consiguiente, tenemos en este 
caso y (2) = x? y y (x) = x — 5. La solución general de la ecuación 
de Euler será y = Сух + Ca, donde С, y Ca son constantes arbitrarias 
que deben ser determinadas. 


Las condiciones de transversalidad (3) tienen la forma 


[vrr] | 


VIF” 
Е ] = | 


Edan i 
[v i у 1 а Ц 
donde y' = Сү. Las ecuaciones (4) tienen en nuestro caso la forma 


Cixo +C2=x3, 
Ciz + C2=x1 —5. 
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Tenemos, pues, un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógni- 
tas Су, Ca, хо у х1: 


С; 
VIF (2—0) ——=®—- 
К “yd 

774 С, 
viraa- 


Сахо C= х8, 
Сухі Со х4 —5; 


resolviéndolo, obtenemos 


3 і 23 
С1=—1. б=т, “=g у меф. 
Es decir, la ecuación de la extremal es у = —х + 5 у la distancia 
de la parábola a la recta es igual a 
23 
з u i 
i= f Va =V/3 „зү! 
1 
z 


172. Hallar la distancia más corta del punto A (1, 0) 
а la elipse 4x? + 90° = 36. 

173. Hallar la distancia más corta del punto A (—1,5) 
a la parábola y? = x. 

174, Hallar la distancia más corta de la circunferencia 
x -+ y? = 1 a la recta х 4 у = 4. 

175. Hallar la distancia más corta del punto А (—1,3) 
a la recta y = 1 — 3x. 

176. Demostrar que en el caso de la funcional 


жї 
J= во, VTF ах, 
х0 


donde А (х, y) = 0 еп los puntos frontera, las condiciones 
de transversalidad tienen la forma 


, | , кн 1 
¿== 3 70-0. 


o sea, las condiciones de transversalidad se reducen a las 
condiciones de ortogonalidad. 
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20, Problemas con fronteras móviles para funcionales de la torma 
x 

ло). =(91=/ Р(х, у, т, Y) 7) dx. © 
хо 


Al analizar el extremo de la funcional (6) aceptamos que por lo 
menos uno de los puntos frontera А (хо, Ya, Zo) о В (х, Yi 24) se 
desplaza por una curva fija. 

El extremo de J [y (x), z (x)] se puede alcanzar sólo en las curvas 
integrales del sistema de ecuaciones de Euler 


d 
Риа б 0, 

а 
EF 0. 


Supongamos que el punto А (хо. Yo, 20) está fijo mientras que el 
otro punto frontera В (ху, yı, 2,) se desplaza por una curva definida 
mediante las ecuaciones 


у=Ф0), ) 
2z =Ņ4 (x). 
En este caso, la condición de transversalidad tiene la forma 
IE 07) Pyt (9 2) Fal leae ™ 0 


Análogamente se escribe la condición de transversalidad para el 
extremo de la izquierda (si éste también se desplaza por una 


curva y=90) y : 
у=) )/ _ M 
ГРА (Ф 0) Fy (0 27) Р 
EJEMPLO 3. Hallar la distancia más corta del punto М (хо, уо, 20) 
a la recta 


0. 


y=mx+p, } 
z=nx44. 


SOLUCION, El орен зе reduce а la determinación del extremo 
(mínimo) de la integral 


i 
лә}, z= | VIFF ar D 
5 
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con la condición de que el extremo de la derecha de la extremal puede 
desplazarse por la recta 

y=mx+p, } 
8 
2=Mx49, o 


o sea, en nuestro caso las funciones ф у y tienen, respectivamente, 
la forma 


ф(=тх+р y (х) = пх +. 
La solución general del correspondiente sistema de ecuaciones de 
Euler será 
y =Cix+ Ca, ) 
2=C3x4C4 
donde C; (i = 1.2, 3 y 4) deben ser determinadas. 


La condición de transversalidad (en el extremo de la derecha) 
tiene la forma 


MT „л y 
[VFF n TEA? 


(9) 


2 
п) >=, | =0, 
Hi va] х=зх( 
de donde, puesto que у’ = С, y 2' = Cy, obtenemos 
1+ тС + пСу = 0. (10) 
La relación (10) expresa la condición de perpendicularidad entre la 
recta buscada (9) y la recta dada (8). 
Empleemos el hecho de que la recta buscada (9) pasa por el punto 
М (хо, Yo, 20): 
Yo = Сухо + С. ж = Coxo + С а!) 
Г también el hecho de que el extremo de la derecha se desplaza por 
а recta (8): 
Cix1+C2 = тха р, 
12) 
С©зхү-- C= nx -H g. ) a2 
De las cinco ecuaciones (10, (11) у (12) debemos determinar Cy, Cs, 
Ca, Cs у ху (žo, Ya» 20, M, n, p у а son números dados). Рага calcular 
la integral (7) basta conocer ху, Су y Сз. Tenemos 
_ ют (#о—р)-Еп (—4) 
TEE ' 
буы mxo+ тл (20— 4) —(1-Еп®) (Yo —p) 
т (yo—p) + п (209) — (m+n?) xp * 
Сыз пхо тп (ya —p)— (14 m2) (209) 
1 тор) +7 0—9) — (08 13) хо" 


х 
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Introduciendo estos valores en (7), obtenemos 
h=mínJ [у (x), 2 (х)] = 


тыш. уг... a Emo а (00), 
x+ (yo — р)24- (20— 9)2 ЕЕ JE, 


Si el punto frontera A (Xo, Yo, Zo) está fijo y el otro punto frontera 
В (ху, ул, 21) puede desplazarse por una superficie z = Ф (х, y), las 
condiciones de transversalidad serán 


Pg Ey 0—27) Eolo 0. | 
ЇР Ру 0. 


Las condiciones (13) conjuntamente con la ecuación г = Q (х, y) 
permiten determinar, hablando en términos generales, dos constantes 
arbitrarias de la solución general del sistema de ecuaciones de Euler 
(las otras dos constantes se determinan de la condición de que la 
extremal ha de pasar por el punto fijo А (хо, Yo, 20)). 

Si el punto móvil es el punto frontera А (Xo, Yo, 20), obtenemos 
para x=: хо unas condiciones análogas completamente a las condi- 
ciones (13). 

EJEMPLO 4. Hallar la distancia más corta del punto A (1, 1, 1) 


a la superficie esférica 
ЕА (14) 


SOLUCIÓN, El problema consiste en analizar el extremo de la 
funcional 


(13) 


1 
J iy. 201 | УТРУ ЕТ dx, (18) 
Б 


donde el punto В (х, Y, 21) debe estar en la superficie esférica (14). 
Las extremales de la funcional (15) son las rectas 
y =Cix+Cz, ) 
16) 
а Сах. ae 
De la condición de que la extremal (16) pase por el punto А (1,1, 1), 
obtenemos 
Ci+Ca=1l, 
17 
сат } Мо 
Las condiciones de transversalidad (13) tienen la forma 


¡enero cane MEA ¡AA 
[Ут + \ 


=e) yera 1 „7® 


Alli 


lot 
VITA "үтүне 


128 CAP. (1. EXTREMO DE FUNCIONALES 


teniendo en cuenta (16), después de unos cálculos sencillos encontra- 
mos de aquí 
zı —C3x1=0, 


18) 
Су — Cay =0, (8) 


donde xı, y, y Z, son las coordenadas del punto buscado В. 
De la condición de que la extremal (16) pasa por el punto 
В (х, уу, 21) tenemos 


= С +С, 
19) 
21 =Cyx1 Са. ) 19 
De (17), (18) y (19) encontramos 
Ci=14 С„=0, Cg=l y C4=0 
de modo que la ecuación de la extremal es 
y=x, 
20) 
ж) en 


Puesto que el punto В (ху, Y1, 21) debe estar en la superficie esférica 
(14), obtenemos, tomando en consideración (20), que х? + xi + xi = 


= 1, о sea, que х= t~. 
Por consiguiente, obtenemos dos puntos 
1 $ 1 1 1 1 
в. (=, O 7 в, (=, =. чуң). 
(ўз y3 үз) y Bl vs үз үз) 
Es fácil ver, por razones үшын que en la extremal (20) que 
une los puntos A y В, la funcional (15) alcanza su mínimo igual a 


1 
¿min f ҮГЕПЕТах= үз—1 
1 


уз 


mientras que en la extremal (20) que une los puntos A y Ba esta fun- 
cional alcanza su máximo 


1 
máx { Vida=V3+1. 
1 
уЗ 
OBSERVACIÓN 1. Al deducir las condiciones de transversalidad (18) 
hemos considerado que q (x, y) = VI — 42. Es fácil ver que 
las condiciones (18) subsisten si Ф (x, y) = — V12 7 — P. 


OBSERVACIÓN 2. Queda claro, por razones geométricas, que la 
extremal (20) es ortogonal а la superficie esférica х2 + y + 22 = 1. 
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EJEMPLO 5. Consideremos el mismo problema sobre el extremo 
geda cion! (15) pero tomando como А el centro de la esfera 

SOLUCIÓN. Las extremales de la funcional son las rectas (16) y la 
condición de que la extremal pase por el punto O (0, 0, 0) da inme- 
diatamente Cy = C; = 0. 

Las condiciones de transversalidad serán las mismas 


21 —Czx=0, } (21) 


Cx—Cyy¡=0, 
y las condiciones en el extremo móvil serán 
т = Сац, 
пс) en 
Por último, 
++ (23) 


Para determinar las cinco magnitudes С, ср хз, ja Y а tenemos 
босо relaciones (21), (22) у (23) de las cuales sı біо tres son indepen- 
lentes: 


Ya =C4%, 
21 = Сзх, @4) 
++ ziel. 


Empleando las relaciones (24), encontramos 
A песня 
Үтғатс’ утгаа" 
ast 


1 
Ү+Сї+&? 


donde Сү у Сз son unas constantes arbitrarias. 

Consideraciones geométricas aclaran esta arbitrariedad: la distan- 
cia del punto O (0, б, 0) a la superficie esférica (14) es la misma en 
cualquier dirección, o sea, para cualesquiera valores de Cy y Сз. 

El valor de la funcional J [y (x), z (x)] en las extremales 


у= Сх, 
2=Сзх ) 
es igual a 
1 
У+сї+сї 
Iwz | Уге. 
0 
9—01387 
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EJEMPLO 6. Hallar la condición de transversalidad para la fun- 
cional 


Р 
те), 091 | Ho y, 9 УТ ах, (25) 


si el punto A (хо, Yo, 20) está fijo y el punto В (хд, Yx, 24) se encuentra 
en la superficie 2 = Ф (х, у). 
soLución. En este caso las condiciones de transversalidad serán 


(14-9527) 1,0, } 
W HPZ) 1.0, 


1 


| Y 
Фх [хех Qy lex — 


|к=х! 


Representan la condición de paralelismo del vector 1 yz) 
tangente en el punto B (х1, pr z) a la extremal buscada у ei vector 
п (Yo Pe Е Ра la normal а la superficie z = Ф (х, у) en este mismo 
punto. Por consiguiente, para las funcionales de la forma (25) las 
сое» de transversalidad se reducen a las condiciones de ortogo- 
nalidad. 


177. Demostrar que, si la condición de transversalidad 
y la condición de ortogonalidad coinciden para todos los 
datos iniciales, la función integrando F tiene la estructura 


siguiente:. 
F=f% y VIFF, 


donde f (x, y, 2) es una función diferenciable cualquiera de 
A 2. 
ik. Hallar la distancia más corta del punto M (0, O, 3) 
а la superficie 2 = x? + y?. 

179. Hallar la distancia más corta del punto M (2, 0, 5) 
a la superficie z = x? + y’. 

180. Hallar la distancia más corta entre las superficies 


Z= y #+и+ё=4. 


181. Analizar el extremo de la funcional 


жї 
iy) z(= | (y?+242y2) de 
0 
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si y (0) = z (0) = 0 y el punto В (ху, уу, 21) se desplaza por 
el plano х = x. 
3°, Distancia geodésica, El valor де la integral 
в 
лив } Ft y, ds, es, 
А 
calculada según una línea 1 desde el punto A hasta el punto В, se 
denomina J-longitud de la línea y. Si y es una extremal se dice que 
J [y (x)] es la distancia geodésica entre los puntos A y В, o simplemente 
J-distancia, y la propia extremal se demomina J-recta. 
a 


EJEMPLO 7. ar la distancia geodésica del ро А (0, 0) al 
punto В (1, 1) si esta distancia se define mediante la funcional 


в 
100) | у. 
A 


SOLUCIÓN. La distancia geodésica del punto A al punto B es igual 
al valor de esta funcional en la extremal que une dichos puntos. La 
ecuación de Euler es 


y? E y0 6 џи +020. 
Es fácil ver que 


Y + n-tz (uy), 


de modo que 2yy' = С, e y? = Сух + Cy. Empleando las condiciones 
de frontera yl mo = Ô € Y ly=1 = l, obtenemos С, = 1 y Cy = 0. 
Por consiguiente, la extremal que une los puntos A y В es la parábola 


y=x 


Tenemos ahora 2yy' = 1, yy' = +» por consiguiente, (уу')% = + 
Por definición, la distancia geodésica entre los puntos A y B es igual a 


1 
Ja, B=] та. 
0 


Supongamos que se tiene una línea Z: p (x, y) = 0, 

La distancia geodésica entre un punto B que no pertenece a Z 
y esta línea se define como la distancia geodésica del punto B a un 
punto A Є Z que se obtiene calculando la funcional (26) según la 
extremal y que une Jos puntos B y A con la particularidad de que y 
corta transversalmente la línea Z en el punto A 


9» 
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Se denomina J-circunferencia (о circunferencia geodésica) la línea 
formada por los puntos que están a una misma distancia geodésica 
de un punto fijo. Análogamente se definen los conceptos de J-elipse 


y de J-hipérbola. 
EJEMPLO 8. Hallar la J-circunferencia de radio R y con centro 
en el punto O (0, 0) si la distancia geodésica se define mediante la 


funcional 
B 


пио {| узах. 
А 


SOLUCIÓN. Las extremales de la funcional cortan transversal- 
mente la circunferencia geodésica. Para las extremales tenemos (véase 


el ejemplo anterlor) 
0 = Су, 2yy = C 


к=з. 
De la condición de transversalidad 
gy Cp —y)=0 
encontramos que el coeficiente angular de la tangente a la J-circun- 
ferencia es ф' = + y, por eso, la ecuación diferencial de la J-circun- 


y, por consiguiente, 


ferencia es vt. de donde resulta la ecuación de la J-circunfe- 


rencia: yi = Cx. Para determinar el valor de С observemos que el 
punto (C9, C) está en la circunferencia geodésica y que la ecuación del 
radio geodésico (o sea, de la extremal) que pasa por dicho punto es 


=. De aquí tenemos yy” =g Y Por lo tanto, 


сз сз 
Ra f шуак | ч=&®={- 
0 0 


Es decir, С = 4R y la ecuación de la circunferencia geodésica de ra- 
dio R y con centro en el origen de coordenadas es y! = 4Rx. 

ЕЈЕМРІО 9. Hallar la J-circunferencia de radio R y con centro en 
el punto 0 (0, б) si la distancia geodésica se define mediante la funcio- 
nal 


B 
ти) | УТ+у?&. 
А 
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SOLUCIÓN, Las extremales de la funcional son las rectas y = 
= Сух + C,. De la condición de que la extremal deba pasar por el 
punto O (0, 0) encontramos Cy = 0 de modo que y = Сух y, por consi- 
gulente, y = 2. 

La condición de transversalidad coincide en este caso con la 
condición de ortogonalidad y, por eso, el coeficiente angular de la 


tangente a J-circunferencia es —ф = . Por consiguiente, la 


ecuación diferencial de la J-circunfencía es y’ = =& De aquí resulta 
la ecuación de la J-circunferencia: x? + y? = С*. El punto (C, 0) 
está en dicha circunferencia. La ecuación del radio geodésico que pasa 
por este punto es y == 0 de modo que y' = 0 y 

с 

R= f de=C. 

ò 
Es decir, C = R y la ecuación de la circunferencia geodésica buscada 
de radio R es la ecuación de la circunferencia corriente x? -4 y? = 


OBSERVACIÓN. Los conceptos introducidos permiten hablar de la 
Geometría no euclidea con la diferencial de arco 


ds = F (x, y, y) dx. 
Si F= VTF y?, las J-rectas se convierten, como hemos visto, en 


las rectas corrientes y nuestra Geometría se convierte en la euclidea 
corriente, 

Si F es una función arbitraria, que sólo satisface Jas condiciones 
habituales de ser continua y derivable respecto a los tres argumentos, 
la Geometría construida muy poco recuerda la corriente: no siempre 
se puede trazar una J=-recta por dos puntos y puede suceder que por 
dos puntos pasen varias J-rectas y, por consiguiente, que la J-distancia 
entre dos puntos no sea una función unívoca de las coordenadas. 


182, Hallar la distancia geodésica del punto А (0, 0) 
al punto B (1, 2) si esta distancia se define mediante la 
funcional 


J= | 9 dx. 


183. Hallar la distancia geodésica del punto A (0, 1) al 
punto B (1, 1)si esta distancia se define mediante la funcional 


Jtu(91= | (12xy+ y?) de. 


184. Hallar la J-circunferencia de radio R = 8 у con 
centro en el punto O (0, 0) si la distancia geodésica se define 
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mediante la funcional 


луб f узах. 


$ 11. Problemas discontinuos. Variaciones unilaterales 


10. Problemas discontinuos. La extrema! y =y (x) de la funcional 
з 

11y091=| Р(х, y, уух 0 
žo 


es una función que tiene dos derivadas continuas siempre que la deri- 
vada Куу, (х, y (x), y' (х) sea diferente de cero. Sin embargo, existen 
problemas variacionales en los cuales el extremo se alcanza en una 
curva suave a trozos solamente. 

a) PROBLEMAS DISCONTINUOS DE PRIMERA ESPECIE. Consideremos 
el problema sobre la determinación del extremo de la funcional (1) 


ро que las curvas admisibles satisfacen las condiciones de 
rontera 


у (0) = yo у (к) = @ 

реа tener un punto angular en el punto de abscisa с (хо < с < xp). 

ste punto angular puede darse sólo allí donde Ру, = 0 (véase el 

teorema 2 de la pág. 53). En е] punto angular la extremal debe satisfa- 
cer las condiciones de Weierstrass — Erdmann 


Fy |к=с-о—Ё„1х=с+о=0, | 8) 


(Р ИЕ) |0 (ЕР) 100. 


Conjuntamente соп las condiciones de continuidad de la extremal 
buscada, estas condiciones permiten determinar las coordenadas del 
punto angular. 

En cada uno de los segmentos [xp, с] y [с, х1] la extremal debe 
satisfacer la ecuación de Euler, o sea, una ecuación diferencial de 
segundo orden. Al resolver estas dos ecuaciones se obtienen cuatro 
constantes arbitrarias que, hablando en términos generales, se deter- 
minan de las condiciones de frontera (2) y de las condiciones (3) en el 
punto angular. 

EJEMPLO 1. Hallar las extremales quebradas (si es que existen) 
de la funcional 


луб | year, 
o 
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soLución, Escribimos la primera de Jas condiciones (3) que deben 
cumplirse en el punto angular: 


Еу |х=с-о= Fy la=ero (0<с<а). 
En nuestro caso tiene la forma 


y (e —0)= y (c+ 0) 


significa que la derivada y” (х) es continua en x = с. Por consiguien- 
le, no hay puntos angulares. Ésto se puede ver también de que en 
nuestro caso F y», = 2 > 0 en todo punto. Por lo tanto, en el proble- 


ma considerado el; extremo puede alcanzarse sólo en curvas suaves, 
EJEMPLO 2. Hallar tas extremales quebradas de la funcional 


2 
пш | wenas v=o 000; 
0 


aceptando que y” puede ser discontinua en el punto correspondiente 
ala abscisa х = с. 


SOLUCIÓN. En este caso Ру 1242—12 se puede anular, y, por 
eso, puede ocurrir que la extremal tenga puntos angulares. Puesto 
que la función integrando depende sólo de y”, las extremales son las 


rectas 
у= Cix + С. 
Pongamos 


y=mibtn(0<x<0o e y=pr+q(c<x< 2). 


De las condiciones de frontera encontramos п = 0 y q = —2p de 
modo que 
у= тх e y=p(x-2). 


La condición de continuidad de la extremal da 
me = p (с — 2). (4) 
Escribamos las condiciones de Weierstrass — Erdmann. Tenemos 
Py =4y 9124 
Р—у'Р„= —3у'%-+-6у. 
Puesto que у= т е у; = р, obtenemos 
їт3— 12т\== 4р3— 12р, ) 
—3те--6тё= —3p14-6p%, 


о sea, 
(m—p) (т2 4mp +p2—3)=0, } 6 


(па — рӯ) (m?+ p2—2)=0. 
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La segunda de las ecuaciones (5) da inmediatamente m = p, m = —p 0 
тї + р —2 = 0. 


La solución т == р debe ser excluida: en este caso la extremal tiene 
derivada continua y de la condición (4) obtenemos m = 0, o sea, la 
extremal es un segmento del eje Ox. 

Por consiguiente, para resolver el sistema (5) hay que resolver 
dos sistemas de ecuaciones: 


т= —р, 
тй--тр--р®= ) © 
y 
m4 pi=2, 
m4 mp+p2=3. ) 0 


La solución del sistema (6) ез: m=/3, p=-V3 y m= — V3, 
p= V 3. La solución del sistema (7) es т = p y debe ser excluida. 


Es decir, m = —p y la condición de continuidad (4) da c= 1. 
Por consiguiente, las extremales buscadas son: 
m { Vix, 0<х<1, 
—V 3(x-2 1<x<2 


= ИЗ 0<х<1, 
У3(0—2), 1<x<2 
185. Hallar las extremales con punto angular рага la 


funcional 
2 


лиот fyld y(0=0, 002) = 1. 
0 


186. Hallar la solución con un punto angular еп el pro- 
blema sobre el mínimo de la funcional 


i 
ио) | 1 + Па; y(0)=0, y(4)=2. 
è 


187. ¿Existen soluciones con puntos angulares en el 
problema sobre el extremo de la funcional 


ai 
Луо | Hyde y= (а) =? 


хо 
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188. Hallar la solución con punto angular en el problema 
sobre el extremo de la funcional 


1 


лид {01—09 y(—D=0, уйу=1. 


ч 


189, Hallar la solución con punto angular en el problema 
sobre el mínimo de la funcional 


| 242 dx. 
i 


190. En el problema sobre el extremo de la funcional 


2) 
sen y' dx 
(0, 0) 


hallar la solución continua y la solución con punto angular. 


OBSERVACIÓN. Las condiciones (3) de Weierstrass—Erdmann 
admiten la siguiente interpretación geométrica. 

Consideremos la fíguratriz o sea, la curva Y = F (x, y, y”) en 
tanto que función de y”. 

Las condiciones (3) significan entonces que para los valores de los 
parámetros х = с y у = сү, que corresponden al punto angular, la 
Siguratriz debe tener una, misma tangente en los puntos de abscisas 

-= y (c — 0) e yy=y' (c + 0). a 
Al mismo tiempo se obtiene una Interpretación clara de la condi- 
ción Р, 70 que excluye la posibilidad de puntos angulares en las 
extremales. Efectivamente, si, por ejemplo, es Еу, > 0, la figuratriz 
es cóncava hacia las Y positivas y no podrán coincidir sus tangentes 
trazadas en dos puntos distintos. Es decir, en este caso la extremal 
no podrá tener punto angular. 

Consideremos de nuevo el problema sobre la determinación de las 
генез quebradas de la funcional del ejemplo 2 de este parágrafo. 

'enemos 


2 
либ] | (145/23 dx 00-0, v=o. 
0 


Las extremales son rectas. En este caso la figuratriz Y = 4 — 
— 62 no depende del punto (х, у). Tiene una tangente común en 
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los puntos de abscisas y' = + Y 3 (fig. 20). Por eso, las condiciones 
de Weierstrass—Erdmann quedarán cumplidas si como extremales 


Fig. 20 


quebradas tomamos las quebradas cuyos lados formen ángulos de 


+5 


з son el eje Ox. 


En la quebrada y, con un punto angular (fig. 21) la funcional 
toma el valor J {д} = —18. Este mismo valor tendrá J [y (x)] en la 


Fig. 21 


quebrada ya con dos puntos angulares, (fig. 22), en la quebrada Ya 
con tres puntos (fig. 23), etc. 

b) PROBLEMAS DISCONTINUOS DE SEGUNDA ESPECIE. Se denominan 
problemas discontinuos de segunda especie los problemas sobre el extre- 
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mo de la funcional 
xa 

n= rends ve=s рди 09) 
xi 


en la que la función integrando es discontinua, 

Supongamos, por ejemplo, que F (x, y, Y) es discontinua a lo 
largo de la curva у = Ф (х) y sea Р (х, у, y') igual a Р, (x, y, у) 
а un lado de la línea y = Ф % e igual a Fa (х, y, y') al otro lado 


Fig. 22 


SI existe la extremal quebrada, deberá componerse de los trozos 
de las extremales y == y, (x) e y = Ya (x) que tienen un punto común 
(с, Ф (су), c € (x,, хз), en la linea de discontinuidad. Para hallar la 


Fig. 23 


extremal quebrada obtenemos dos ecuaciones diferenciales de Euler 
cuyas soluciones generales contienen cuatro constantes arbitrarias Cy, 
Ca, Ca y Ca. Para determinar estas constantes así como la abscisa с 
del punto en el que la extremal encuentra la curva y = Ф (x) tenemos: 
1) dos condiciones de fronteras (8), 2) dos condiciones según las cuales 
las ordenadas de los extremos de las extremales en el punto de junción 
han de ser iguales a la ordenada de la curva y = O (x) y, por último, 
3) la condición de la јапсібп 


РАФ 0) Fiy о-о Ра HO" —Y ) Payo lenco (9) 
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Hablando en términos generales, estas condiciones alcanzan para 
determinar la extremal quebrada. 

EJEMPLO 3 (problema de la refracción de un rayo de luz). La luz 
se propaga con una velocidad constante o en el medio I y con una 
velocidad constante v, en el medio II. La curva у = Ф (х) separa los 
medios 1 y II. 

Deducir la ley de refracción del rayo de luz que va desde el punto 
A del medio I hasta el punto В del medio 11 si se sabe que es mínimo 
el tiempo durante el cual el rayo de luz recorre este camino. 

SOLUCIÓN. El problema consiste en hallar el mínimo de la inetgral 


с нене" b pan 
ИТО $ ум, YE “ах, (10) 
š д 


уа que la primera у la segunda integrales de (10) representan, respecti- 

vamente, el tiempo que necesita el rayo de luz para llegar del punto А 

a la línea de separación y de Ja línea de separación al punto B. 
Tenemos un problema discontinuo de segunda especie siendo 


ыы 
һ-УТ y „УТЕ, 
1 


Para determinar los trozos de las extremales debemos hallar las extre- 
males de la funcional 


f ҮТЕ? dz 
que, como se sabe, son rectas. Por consiguiente 
Y=mipn e y=PpP*+9.- 
Escribamos la condición (9). Tenemos 
„oP, Viza и? 1 


ру—и aL Es 7 
1—0 957 БЛ туту ә уі 


@!) 


Sea y el ángulo que forma соп el eje Ox la tangente а la línea de sepa- 
ración en el punto de abscisa с, sea а el ángulo que forma con el eje 
Ox el rayo de la izquierda y sea В el ángulo que forma con el eje Ох 
el rayo de la derecha. Entonces, se tiene Ф' = tg y, yi = (ga, n= 
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= tg f y la condición (11) toma la forma 
I+tgatey _ I+teBtey 


o чута v Ут 
cos (y—a) _ cos(v—B) 
a vz ы 


donde y — æ y y — В son los ángulos entre los rayos y la tangente 
ala línea de separación. Tomando en lugar de éstos los ángulos y y 6 
entre la normal a la línea de separación y los rayos, incidente y re- 
fractado, obtenemos 

sn? ЖИА const, 
send б, 


osea, la ley de refracción del rayo de luz. 
20, Varlaciones unilaterales. Se pide hallar el extremo de la 
funcional 
xs 
ди | Pe y es 
“ 
уба)=й, и (о) = 007 
con la condición 
y—9(0>0 (6бу—@Ф()<0) (12) 


(las condiciones de limitación pueden ser de forma más compleja). 
En este caso Ja extremal buscada puede estar formada por trozos 
de extremales que pertenecen al recinto (12) y por trozos de la fronte- 
ra y = Q (x) de este recinto. En los puntos de junción de estos trozos 
la extremal buscada puede ser suave y también puede tener puntos 
angulares. 
La condición en el punto de junción tiene la forma 


ГЕ (x, у, #)—Ё(х, Y PIAR Y Р, (х, у, И), 2—0. 
_51_Руу, 40, la extremal es tangente en el punto de junción 
MG y) a la frontera y = q (х) del recinto. 
EJEMPLO 4. Hallar en el recinto y < x? el camino más corto del 
punto А (—2, 3) al punto B (2, 3). 
j SOLUCIÓN. El problema consiste en hallar el extremo de la funcio~ 
na 


2 

1wen=) ИТЕ? пз) 
-2 

con las condiciones 


эё, у(—2)= 3, y=. 
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Las extremales de la funcional (13) son las rectas 
y = С, + Сх. 
Pr —=— #0 
уз = з 
102) 


y la extremal buscada se compone de los trozos AM y NB de las rectas 
tangentes a la parábola y = х? y del trozo MON de esta parábola 


(fig. 24). Representemos las abscisas de los puntos de tangencia por 74 
у —х (utilizamos la simetría del problema). En el punto de tangencia 


En nuestro caso 


Fig. 24 


colnciden las ordenadas y los coeficientes angulares de la recta y de la 
tangente а la parábola de modo se tiene 


Сух =, 
С, Сх *, | aa 
C¿=2x. 
Por otra parte, la tangente debe pasar por el punto B (2, 3) y, por 
consiguiente, 
Ci + 2С, = 3. (15) 


Eliminando С, y Су de (14) y (15), encontramos ё—4х+3=0, 
de donde Ху = 1 y x, = 3. El segundo valor de x no sirve. Es decir, 


х= 11у С= —1 у Су= 2. La extremal buscada (única) es 


05-1 si —2<x<-1, 
-{ Rosi —1<x<L 
2х1 зї 1<x<2 


Queda claro que la funcional (13) alcanza en ella su mínimo. 
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191. Hallar las curvas en las cuales puede alcanzarse el 
extremo de la funcional 


10 
либ | изаи y(0)=0 y(10=0; 
0 


si las curvas admisibles no pueden pasar por el interior del 
círculo que limita la circunferencia (х — 5? + y? = 9. 

192. Entre las curvas que илеп los puntos A (a, yo) 
y B (b, уу) hallar la curva que ofrece el valor extremo a la 
funcional 


b 
лиот {Ута 


con las condiciones y>0, 1 — 2202220. 


5 12. Teoría de Hamiltonm—Jacobi. Principios variacio 
nales de la Mecánica 


1°, Forma canónica (паті Мопіапа) de las cuuaciones de Euler, 
Las ecuaciones de Euler para la funcional 


Flys Y» +.» Inl= 


„Ўв Yir Ya ==» Ym Yi Ya n) ах @) 
*ї 
tienen la forma 
d 
ELE жы (k=1, 2, ..., п). (2) 


En el caso en el que el determinante 


А Куу, РУ 
Pyu rn 7 
(3) 
ШААРДЫН 
pondremos 
E a (6 = 1, 2, ..., п). (4) 


De las ecuaciones (4) se puede expresar yh en términos de х, Yi, Yar - » 
<=. Jn Pi Po +. y Pri 


Yk = Ph (% Vas Yas ++ 0» Yas Pas Pas + 0» Ра). 
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La función Н de las variables х, y1, Ya, - .., Yn» Рі, Pa + + > Р, 
definida mediante la igualdad А лы 4 


H=[—=F (5, Ya Ya +01 Уп, Yis Yis +, YA) + 


n 
Ta 2. Й 
+2 ЕА (х, Vis Ив, ++ Yas Vis Yo «>» VAN ТРЕ 
se denomina hamiltoniano de la funcional (1). 
El hamiltoniano satisface las relaciones siguientes 
ðH а ôH 4 
зт йе mE (k=1,2,...,1). (5) 


Se dice que las ecuaciones (5) son el sistema canónico o hamiltoniano 
de las ecuaciones de Euler (2); las variables yı, 9з, . . ., Уп, Pi Pas > 
+++, Pn Mevan el nombre de variables canónicas- 

OBSERVACION 1. La condición (3) en el caso de la funcional 


s; 
J ly (у\]= fro, y 0)) ах da Fyy 0 en [xi ха]. 
xi 
OBSERVACIÓN 2. Hablando en términos generales, las ecuaciones 
(4) no se pueden resolver univocamente respecto a y; en todo el seg- 


mento (x1, хз]. Si se cumplen las condiciones del teorema de existencia 
фе Je Junción implícita, las ecuaciones (4) admiten solución unívoca 
localmente, 


EJEMPLO 1. Formar el sistema canónico de las ecuaciones de Euler 
para la funcional 


л 
Y |, yal =f (2802—2042 — у) dx- 
0 


SOLUCIÓN. En nuestro caso 
F = F (х, уу, Ya Yi, Y4) = 2уша — Yi + 91° — ya. 
Ponemos 3 А 
иет У Реа 


Entonces ‚ 
Ру = 203 Y ру= —2Y% 
Aquí el determinante 
Eva Fum) j2 о 


Жыш Picos 
vi vi 
Resolviendo respecto a yí e y4 las relaciones obtenidas, encontramos 
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Formamos el hamiltoniano de la funcional considerada 
=(—F+ gy + Ya y = 
Н=(—-Е+Иғ, Ру) ‚ж 


ii 
A, + E 
Gl 2 
E 


Empleando las relaciones (5), obtenemos el sistema canónico de las 
ecuaciones de Euler 


а Pi, ауз __ Pe, 
dx Ee dx qe 
di 


rias йы 
з" nt 20 


Aquí yy = Ya (ж), Ya = Ya (х), рі = р (%) У Ра = Pa (х) son funciones 
incógnitas de х. 

EJEMPLO 2. Formar el sistema canónico de las ecuaciones de Euler 
para la funcional 


J [fn уй= | йй (24-04-09) ах. 
SOLUCIÓN. Aquí 
F = уйу (@ + yi t 09). 
Determinamos las derivadas parciales 
Py 84h у =й 
Ponemos 
рі= У y p=vivi 


Estas relaciones no comprenden las derivadas y; e yz de las funciones 
incógnitas Y. Ya; Por eso, no se puede г gı e уу en términos 


de p, y pa. Por consigulente, no se puede formar el hamiltoniano de 
esta funcional. En este ejemplo no se cumple ia condición (3): 
ёи Рур, оо 
A Ма ў 
ур; Fui] 10 0 


EJEMPLO 3. Formar el sistema canónico de las ecuaciones de 
Euler para la funcional 


лу) = f xyy dx. 


10—01387 
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SOLUCIÓN. Tenemos 
F=xwy" y Fy= Зхуу'З. 
Pongamos р == 3xgy'?, de donde 


ы E +. ур: 
= И 2 s Y ГЕ 
La funcional considerada Мепе dos hamiltonianos 

Hi=(—P4yF, 


На = (РАУ, 


En concordancia con esto obtenemos dos sistemas сапбпісоѕ de las 
ecuaciones de Euler: 


Др -iy Д 
ах 3 3xy3" 
Formar los sistema canónicos de las ecuaciones de Euler 
para las funcionales siguientes: 


193. J ly (д}= | xy V Y ax. 

194. J [y= f хуу? dx. 

195, J y= | VAF AV TF ах. 
196. ид. 82] = (2-10 4-00) dx. 
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197. J lys yal= | (2+ Yagi" + Yaya") dx. 
198. J lg = | (298—024 42) dx. 


2%, Ecuación de Hamilton—Jacobi. Teorema de Jacobi. El 
sistema canónico (5) de las ecuaciones de Euler es el sistema de ecua- 
ciones de Euler para la funcional 


JlYar йг, + Уа] = 


$. 
= Рыд —H (х, Ys Yer с-з Ул Pas Par оа Pn) | dx 
xi heel 


Si Ya Ya «> -9 Yn» Pir Par + >.» Ра Se consideran en tanto que fun- 
clones incógnitas de x. 

Esta funcional J es la solución de la ecuación en derivadas par- 
ciales de primer orden 


aw ду ду 
ҮН (х 0 о Uno буз, D Y 2) =0, 
que se denomina ecuación de Hamilton—Jacobi. 


TEOREMA DE JACOBI. Ped cet que W es la integral completa 
de la ecuación de Hamilton-—Jacobi y satisface la condición 


gwy gw Са 4 
Әр ӘС, у дСа `` `дуудС„ 
w 4 Са 4 


Ba dC; удӘСа ``` дузд, |0. 
ду 027 САА 
ду„ ӘС, dyn OCz *** дуһ Cn 


Entonces las igualdades 
ac 80 Зук РА (6=1, 2, ..., п), 


donde Cp y Bp son unas constantes arbitrarias, determinan una solución 
del sistema canónico (5) dependiente de 2n constantes arbitrarias. 
EJEMPLO 4. Hallar las extremales de la funcional 


а 
11е б01= \ Үзл-ыйүт-+у?%ах 
а 


utilizando la solución de la ecuación de Hamilton—Jacobi. 
10% 
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SOLUCION. Para obtener la ecuación de Hamilton—Jacobi forma- 
mos el hamiltoniano de ta funcional considerada. Tenemos 


= үзу р. 
La ecuación de Hamilton—Jacobi tiene la forma 


Par (27) =0 


(EY rt o 


Representemos la ecuación (6) en la forma 


(Eje) mos 


7 apliquemos el método de separación de variables. Queda claro que 
a ecuación (6) se verifica si se exige que 

д \2 дї ү? 

E y (g) –и=с, 

donde C es una constante arbitraria. De aquí encontramos 

aw ELA 

g VAE y gy VITE 
La integral completa de la ecuación (6) será 
v=f VAZE det f VEFE = 

LY EC ln la V Elgo VEF 


c 
+5 тиу |С, 

donde С y Co son constantes arbitrarias. 
De la relación e =+ , donde Д es una constante arbitraria, 


determinamos la solución general de la ecuación de Euler. Tenemos 


х 1 жЕ ] 
TA Vat lA VACA ya var 


„Ж, En #+с 
Harta б! V PE 1+ 


El 
2 


qe 
отут Y +C 
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Después de unas simplificaciones sencillas, obtenemos 


in | EV EEE 
x+y 4= 
(4=:+ е2), 
de donde resulta definitivamente 
1-42 рду 
A — 4 —89=0C (54 y. 


es decir, una familia de hipérbolas. 


Hallar las extremales de las funcionales siguientes: 
xa 


199. J [y (2) = \ хү ах. 


z 


200. Ј10(0)1= | хир; y()=0, 0(0)=1. 
1 


201. w= } OUV TFT a. 


xs 


202. Hallar el mínimo de la funcional 
tja 
шо = | (F+ +y +y) ах 
0 


si se desconocen los valores en los extremos del segmento. 
203. Hallar la función del campo p (x, y) y el propio 
campo de extremales que pasan por el origen de coordenadas 
para la funcional 
(0—5 
TFY2 
Juon- | EP ar (уо). 
(0, 0) 


204. Entre las líneas que unen el punto x = 0 con el 
punto М; (х;, 1), donde x,>0 e yy 2> 0, hallar la línea 
en la que alcanza su mínimo la funcional 
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Twos ¡VE Par у>. 
0 
Supongamos que se tiene la funcional 


Ч) Е (а, у, y) dx 
ES 
y se conoce su campo de extremales y = Ф (x, С). Entonces en todo 
punto del campo se conoce la dirección de la transversal del campo que 
pasa por este punto. Todas las transversales del campo se obtienen 
como las soluciones de la ecuación diferencial de primer orden 


Ey le, ple O, ф;(х, LH Lx, pta, С), Ф205, С), 


donde en lugar del parámetro C, que determina las extremales del 
campo, hay que introducir su expresión en términos de las coordenadas 
de los puntos del campo. Aquí H (х, у, р) es el hamiltoniano. 

EJEMPLO 5. Hallar las transversales para el campo de extremales 
y = Cx de la funcional 


1001 = ИТ 4х. 
z 
SOLUCIÓN. Formamos el hamiltoniano de la funcional considerada, 
Tenemos 


F=y? y Fy=%Y (Fyy2 #0). 
Poniendo p=F,,, encontramos y=} y 


moran] E. 


3 


Las transversales se obtienen resolviendo la ecuación diferencial 


_ 37 

Ey Lo dx =н] шз т 

donde еп lugar de С hay que tomar su expresión en términos de las 
y: 


coordenadas de los puntos del campo: C = A Tenemos 
||! ELE L а 
Wlad Eha 5 “л 


Puesto que С 0, se tiene 2 ЧУС, o sea, 2.22.0, De aquí 


encontramos que la familia de transversales son las parábolas 42= С, 
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205. Hallar las transversales del campo de extremales 
y = Cx de la funcional 


J y= | Fw) ах. 


206. Hallar las transversales del campo de extremales 
у= х + С de la funcional 


xg 
1190) = | (00—240?) dx. 
xi 


207. Hallar las transversales del campo de extremales 
y=x— de lla funcional 


E 
Jiyoo= \ Иу(1Т—у/%4х (C>0, x>0, y>0). 
Ы: 
Conociendo la ecuación de Hamilton—Jacobi 
ду ду 
Ge (a Y 5р) =° 


де la funcional 


z; 
100) = \ F (x, y, y) dx, 
= 


se puede reconstruir la función integrando F (х, y, у). Esta es solu- 
ción de la ecuación diferencial de primer orden 

F—2P¿= —H (x, y, Fo, a) 
donde Н (х, y, p es el hamiltoniano de la funcional considerada 
y F (x, y, 2) es la función incógnita (se considera que x e y son paré 
metros). Después de determinar F (х, y, 2) hay que tomar en ella la 
derivada y' en Jugar de z. 

OBSERVACIÓN. La ecuación (7) es la ecuación de Clairawt. Сото 
regla, la solución general de la ecuación de Clairaut se omite pues 
en este caso la función integrando F (x, y, y”) es lineal епу y el 
problema variacional no siempre tiene solución (véase el $ 4). Por 
eso, se toma sólo la solución ingular de la ecuación de Clairaut que 
será precisamente la función buscada F (x, y, 2). 

EJEMPLO 5. La ecuación de Hamilton—Jacobi en el problema 

xy 


sobre el extremo de la funcional J [у(х] = fro. y, У) dx tiene 
a 
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la forma 
дїў \? д y2 
(EAN 


Hallar la función F (x, y, Y). 
soLución. Resolviendo la ecuación dada respecto a la derivada 


» tenemos 
Xoy ar (Ey #+е—( as 


Y ани (Ey ани ( (57) = =0. 
Por consiguiente, el hamiltoniano es 


H= VERA. 


La ecuacion (7) para la determinación de la función F tiene la 


forma 
ray _ 


Derivando respecto a z ambos miembros de la ecuación (8), resulta 


Ox 


о sea, 


ағ ФЕ 
dF dF 2 ER 


de a “Ya Ey ES 


Dejando a un lado el caso Leo (que da la solución general, tene- 


mos 
ar 
e E 
Ve 


å Р & Е 
Resolviendo esta relación respecto a la derivada e encontramos 


EVI 


аута (9) 
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Introduciendo (9) en (8), obtenemos 
A ыгы ap ERE ya Я 
утта V "аға уати утға 
Por consiguiente, la función integrando buscado tiene la forma 
F=VAFRVY TE y? 
En los problemas que siguen hallar las funcionales a partir 
de sus ecuaciones de Hamiltón—Jacobi: 
д \? LAVA 
28. (2) + (37) = 


ду д 
209. 4% эу 0. 


210. 4xy (57) =0. 


211. (92) y LY и. 


30, Principios variacionales de la Mecánica. 

а) PRINCIPIO DE HAMILTON — OSTROGRADSKI. Supongamos que se 
tiene un sistema de п puntos materiales Ma (ха, Ya, Zh) (k = 1, 2, ..., n) 
con masas respectivas mp (k= 1, 2, ..., n). Supongamos que el 
movimiento del sistema está sometido a enlaces 


Yyiryzr0=0 (=12%...m тл) (10) 
y se realza bajo la acción de Jas fuerzas Fa (Xp, Ya, Za) (k = 1, 2, +... п) 
que tienen el potencial (función de fuerza) U = U (Xp, уд, 2i» b: 


EY ду _ 3U 
Ук, A5 


La energía cinética de este sistenta será igual а 
T 
E E A 
Т= > mp (ха + yh+2k). 
h=1 


Supongamos que este sistema pasa de cierto estado A correspondiente 
al momento del tiempo f= fọ a otro estado B correspondiente al 
momento de tiempo += fı. Entre todos los desplazamientos posibles 
del sistema de А a В se escoje la clase de movimientos admisibles que 
concuerdan con los enlaces dados y que hacen pasar el sistema del 
estado А al estado В еп el intervalo de tiempo dado (to, f1). 

El principio de Hamilton—-Ostrogradski consiste en lo siguiente: 
entre todos los movimientos admisibles que hacen pasar el sistema 


154 САР. П. EXTREMO DE FUNCIONALES 


del estado A al estado B, el movimiento real se caracteriza por el 
cumplimiento de la condición necesaria 617—0 de extremo de la 
funcional 

t 


| rua. an 
to 


A cada movimiento admisible del sistema le corresponden 3n 
funciones xa (0, Ya (0, za (0 (k = 1,2, ..., л) que están definidas 
en el intervalo [ to, 4], que satisfacen las ecuaciones (10) у que toman 
determinados valores en los extremos del intervalo [tp, 1]. Por consi- 

uiente, tenemos un problema variacional con los enlaces (10) y con 
ronteras fijas. 

Para resolver este problema formamos la función auxiliar de 
Lagrange 


m 
F=T+U+ Y) (0) Фу 
mi 


y escribimos рага cila el sistema de ecuaciones de Euler—Ostrogradski: 


m 
.. дф, 
max Ха — У) м0 520. 


jal 
= 
m д, 
mnh- 0 5 02 
е! 
я 
m òy; 
maza—Za— У, м0 g 


j=1 


El sistema un сопісійе con las ecuaciones diferenciales del movimlen- 
to real del sistema. 
b) PRINCIPIO DE LA ACCIÓN IMINIMA EN LA FORMA DE LAGRANGB, 


Supongamos que los enlaces Y yel potencial U no dependen del 
tiempo #. En este caso tiene lugar la integral de energia Т — U = 
=h = const, La integral 
t 
J =j та 


lo 
se denomina acción. De la integral (11) se deduce que 


Д tu tu 
}тыла=г та | һа. 
h ta 
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El principio de la acción mínima en la forma de Lagrange consiste 
en lo siguiente: para el movimiento real, la integral de la acción debe 
iomar su valor mínimo, о sea, 


t 
J -{ Tdi=mín. 
to 


El principio de la acción minima puede ser representado en la 
forma de Jacobi 


f VIUF) ds = тїп 
Y 


(ds es la diferencial del arco y) en la que no interviene el tiempo. 

OBSERVACIÓN 1. Aquí se consideran admisibles los movimientos 
que satisfacen las ecuaciones de enlace фу (х, y, 2) = 0(} = 1, 2, ..., т) 
y la ecuación Т — U = й соп el mismo valor de h que para el movi- 
miento real y que tienen los estados inicial y final fijos, siendo tam- 
bién fijo el momento inicial г, del tiempo. El momento final del tiempo 
no se fija para estos movimientos. 

OBSERVACIÓN 2. La energía potencial figura no en la integral sino 
en la condición complementaria T — U = h. Formamos la función 
auxiliar de Lagrange 


5 
F=5T+y ААР: Аер. 


Después escribimos las ecuaciones de Euler—Ostrogradski para nuestro 
problema 


00 3, дру 
т T? Ў un 
jet 


m 


аи де) 
та +2 DM 
jæi 


que representan las ecuaciones dei movimiento real. 

EJEMPLO 7. Basándose en el principio de la acción mínima, haliar 
la trayectoria del punto material (de masa unitaria) que se mueve 
por acción de la gravedad. 

SOLUCIÓN. Tomanda el eje Oy hacia arriba, el potencial de la fuer- 
za de la gravedad es 


V= =y. (13) 
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Según el principio de la acción mínima, para la trayectoria bus- 
cada Po la integral 


J= f V2UF h) ds (14) 
у 


debe alcanzar su valor minimo. Por consiguiente, la trayectoria será 
una extremal de la funcional (14). Introduciendo (13) en (14), obtene- 
mos 


š 
J= VE V TF dr. (15) 
X 


La ecuación de Hamilton—Jacobi tiene la forma 


о sea, 
ду \? /ду\? 
Эх) > ar) =2(N—e4). 


Su integral completa es 
3 


ул | V AITA у= Ах—-у- 029407 +В, 


donde A y B son constantes arbitrarias. 
Determinamos las extremales de la funcional (15) 
1 


O лу <с, 
о sea, 
h A 
ci Су; 
y= T A zre С); A у C constantes. 
En particular, las extremates que pasan por el origen de coorde- 


nadas se determinan de la condición y (0) =0. Obtenemos una fami» 
lia monoparamétrica de parábolas 


212. Hallar en el plano la trayectoria de un punto que 
se mueve por efecto de una fuerza repulsiva que actúa desde 
el eje Ox en dirección del eje Oy y que es proporcional a la 
distancia del punto al eje Ox aceptando que la integral de 


la fuerza viva tiene la forma 5 —£ == 0 y basándose en 
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la integral de la acción 


е 
J iy (х)]= f yVIFg?dx (у:>0). 


213. Un punto material desċribe la circunferencia p = 
= 2R cos y (р, y son las coordenadas polares) de radio R 
bajo la acción de una fuerza central £ inversamente propor- 
cional a la quinta potencia de la distancia al centro que se 
encuentra en el origen de coordenadas. Demostrar que la 
integral de la acción alcanza mínimo fuerte en cualquier 
arco de esta circunferencia (—< <A <Y< q. <j) Р 

214. Analizar el movimiento de un punto material рог 
efecto de una fuerza central de atracción proporcional a la 
distancia al centro O basándose en el principio de la acción 
mínima y aplicando el método de Hamilton—Jacobi. 


Capitulo 111 
MÉTODOS DIRECTOS EN EL CÁLCULO VARIACIONAL 


$ 13. Método de diferencias finitas de Euler 
Consideremos el problema variacional elemental: hallar el extre- 
mo de la funcional 
è 
109 (01 -Í Р(х,у, у)йх у(а)=А, y()=B. (0 
a 
Según el método de Euler, los valores de la funcional (1) se toman 
no en las curvas arbitrarias que admite este problema variacional, 


sino en las quebradas compuestas por un número dado n de segmentos 
rectilíneos cuyos vértices tienen abscisas fijas 


a+bbx, а 2Ах, ..., a+(n—I)Ax, donde Ax= 2а. 


En estas quebradas la funcional J [y (x)] se convierte en una función 
o Y » Y2» - » 2, Yn-1) de las ordenadas yx, Из, » + -, Yn-1 de los vértices 
de la quebrada. Las ordenadas y, Ya» » » »» Yn-1 Se escogen de modo 
que la función O (y1, Ya, - - -, Yn-1) tenga extremo, o sea, se determi- 
nan del sistema de ecuaciones 


90 


-———=0. 
Uns 


La quebrada así obtenida es la solución aproximada del problema 
variacional (1). 

EJEMPLO. Hallar la solución aproximada del problema sobre el 
mínimo de la funcional 


1 
лиде | w+ у@=у)=0. 
0 


SOLUCIÓN. Tomemos Ax = ma 0,2 y pongamos 


Yo=y(0)=0, и = у (0,2), ya = y (0,4), 
Уз = у (0,6), да = у (0,8), у= у (1) = 0. 
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Sustituimos los valores de la derivada según la fórmula aproximada 


щ = о) а AA X 
Entonces 
yı—0 09 = 0201 = Hh 
И Osi 40)= Г y 00-2097, 
, = , 0 
и ot, y 0-3. 
Sustituimos la integral por una suma empleando la fórmula de los 
rectángulos: 
a 
| дака Hat aD HERD + En Ae. 
a 
Tendremos 


2 = y 
Ф (Ya, Ya, Ya, кә=[ (фе) + (252) +2и+ 
02—02 y? YY y? uy Я 
+( 2) tat (232) +?а+(—ф%) +24] 02, 
Formamos el sistema de ecuaciones para determinar las ordenadas 
Ya» Уз, Ya € Yu de los vértices de la quebrada buscada: 
1 20 A 
02 дд 002 
1 дФ _у—и _ 


0,2 дуз 002 


Уз—9% н, 
“ә +2=0, 


1 дФ_уз—» YY o= 
E бт 12-0 
1 дФ 


O sea, 
241 —Yy2=—0,04, 

—Y+ 242 y= — 0,04, 

—0+ Ys — Y el 

— Uat 2% =—0,04. 
La solución de este sistema es yı = —0,08, ya = —0,12, ya = —0,12 
e y, = —0,08. Estos valores de la solución aproximada coinciden 
con a que tiene en los puntos respectivos la solución exacta 


= 2 
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Hallar Jas soluciones aproximadas de los problemas sobre 
el mínimo de las funcionales: 


1 
215. Jy 0)1= | (++ 29d y (0) =9(1)=0. 
o 
SUGERENCIA. Tomar Ax=0,2. 
, 
216. J tyo91=| (+1) dx; 
0 


а) y(0)=0, y(1)=0; 
b)4(0=0, y()=1 


$ 14. Método de Ritz. Método de Kantoróvich 


10. Método de Ritz. La idea del método consiste en que al hallar 
el extremo de la funcional J [ ey se consideran, en lugar del espacio 
de las funciones admisibles, sólo las funciones que se pueden represen. 
tar como combinaciones lineales de las funciones admisibles: 


Yn(%) -2 «үш (а), 0) 


donde a son unas constantes y el sistema lo (х) }, Uamado sistema 
de funciones coordenadas, está formado por funciones «y (х) que son 
linealmente independientes y que constituyen un sistema completo 
de funciones en el espacio considerado. 

Hablando en términos generales, cuando pedimos que las fun- 
ciones ул (x) sean admisibles, imponemos a las funciones coordenadas 
Ф, (x) ciertas condiciones complementarias como, por ejemplo, limita- 
ciones en cuanto a la derivabitidad о en cuanto а la verificación de 
las condiciones de frontera. 

En estas combinaciones lineales la funcional J [y (x)] se convierte 
en una función de los argumentos ол, Qz, -.., An? 


d lyn (9 = Ф (ол, Lo, ---, Ln). 


Determinamos los valores оң, аз, . . ., а que ofrecen extremo а la 
unción Ф (01, €z, » . », @„); para ello resolvemos el sistema de ecua- 
ciones 


20 (=1,% 000 


no lineales, como regla, respecto а 01, Lg, - - -, En, € introducimos 
еп (1) los valores encontrados para ©. La sucesión {yn (х)} que así 
resulta es una sucesión minimizante, o sea, la sucesión de los valores 
de la funcional {J [ya (x)1) obtenida a partir de ella converge hacia 
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а minimo o hacia la cota inferior de la funcional Y [y (х)1. Sin embargo, 
е 


lim Ffyn (0]=mín Y |у(х)] 
поо 


no se deduce aún que йт y, (х) = y (х). La sucesión minimizante 
по 


puede no converger hacia la función que realiza el extremo en la 
clase de las funciones admisibles. 
Se pueden indicar las condiciones que garanticen que el mínimo 
absoluto de la funcional exista y se alcance en las funciones Lyn (0). 
En el caso en el que se trata del extremo de la funcional 


za 
либ | Ро ак 
жї 
иба) =, у(ш=й 
estas condiciones son: 
1) la función F (x, y, 2) es continua repere al conjunto de sus 
argumentos para cualquier z y para (x, y) € D, donde D es un recinto 


cerrado del plano xOy al que pertenecen las lineas yn (x); 
2) existen unas constantes a > 0, p > 1 y $ tales que 


F(y2a>1z1P+8B 


exslquier que sea z y para cualquier punto (x, y) Є D; 
. 3) la función F (х, у, 2) tiene la derivada parcial continua 
Е, (х, y, 2) y esta derivada es una función по decreciente de 
los vo <z < 4+) cualquiera que sea el punto (х, у) €D. 

En particular, las condiciones enunciadas se cumplen para las 
funcionales 


dy (= E (х) 9724-9 (х) y2-+-2r (x) yl ах; 
= 


уби) =а, у(х)= 0; 


donde р (х), q (х) y г (х) son funciones dadas, continuas en lx, AN 
con la particularidad de que existe la derivada continua р' (x) de 
р(х) y de que p(x)>0 y q (0) 2 0. х 

Si por este método se determina el extremo absoluto de la funcio- 
nal, el valor aproximado de su mínimo se obtiene por exceso y el 
valor aproximado de su máximo, por defecto. Al aplicar este método, 
el éxito depende en gran medida de la elección adecuada del sistema 
{е (х) } de funciones coordenadas. 

En muchos casos basta tomar la combinación lineal de dos o tres 
funciones q, (х) para obtener una aproximación bastante satisfactoria 
de la solución exacta, А 

Si hay que determinar el extremo aproximado de la funcional 
J (z ба, ха. - -» Xn)] que dependen de las funciones de varias varia- 


41—01387 
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bies independientes, se escoge un sistema de funciones coordenadas 
Pa ба, Xar + + Mp) 
Qa (и, Xa 0 Ха) + Фт no Zar + Xp + ++ 
РА la solución aproximada del problema variacional se busca ел la 


rma 


т 
Zm (Xis Xor о Ха) = J) nh (Ж, Xes 0. Xah 
кі 


donde los coeficientes az son unos números constantes. Para determi- 
narlos se forma, por analogía con lo que hemos explicado, el sistema 


de ecuaciones ——— = 0 (k = 1, 2, ..., n), donde O (0,, Qg, ..., аһ) 


h 
es el resultado de introducir 2m en la funcional J [2 (х1, Ха, ..., Xp)l. 
EJEMPLO 1. Hallar la solución aproximada del problema sobre 


el mínimo de la funcional 
t 
J lg h= | 2425 dx B 
0 


y (0) = y (1) = 0, 
y compararla con la solución exacta. 
SOLUCIÓN, Como sistema de funciones coordenadas qa (x) tomamos 
Ф (0) = (1—0) (= 1,2, ...). 
Es evidente que las funciones фр (0 satisfacen las condiciones de 
frontera qa (0) = ФА (1) == 0, son linealmente independientes y for- 
man un sistema completo en el espacio С, (0, 1]. 


Рага k=1 tenemos y(x) = 0% (х — 1°). Introduciendo esta 
expresión de y, (x) en la funcional (2), obtenemos 


3 
11и a-f laf (1—24) +a} (х — 2924 20x (x —x?)] dx= 


| 
= f [аў (142 pa 242) до (2 3)] de= 
0 
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de donde resulta а=. Por consiguiente, 
5 5 
(х) = ur 


SOLUCIÓN EXACTA, La ecuación de Euler de la funcional conside- 
rada es 
Г 
Resolviendo esta ecuación lineal по homogénea, encontramos 
y = Сү cos x + Ca sen x + х. 
Empleando las condiciones de frontera y (0) = y (1) = 0, obtenemos 
definitivamente 
х 


IT 


Comparemos las soluciones exacta y aproximada: 


х Solución exacta Solución aproximada 
0,00 0 0 
0,25 —0,044 —0,052 
0,50 —0,070 —0,069 
0,75 —0,060 —0,052 
1,00 0 0 


н TEMPLO 2. Hallar la solución aproximada de la ecuación no 
inea! 


3 
y=3p 
que satisfaga las condiciones y (0) = 4, y (1) = +. 


SOLUCIÓN. А este problema de contorno le corresponde el probie- 
ma variacional 


1 
либ | td 00). y=. 
0 
Buscaremos la solución en la forma 


ж (x) = 4 — 3х + ол (х — х0); 


es evidente que y, (x) satisface las condiciones de frontera dadas cual- 
quiera que sea el valor de aj. 
Tenemos 


1 
Jin Ыы (los (1 —2x) —3P 4 [4—3х-- (х— х®)]}3) dx, 
0 


и» 
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de donde 
1 
д1 
ию. | -2921102014 
+3 (x— x?) [4— 3x 404 (х— х?)|?} dx. 
La condición Halo toma la forma 


901 -+ 490%, + 1407 = 0 
y para œ, = —3,0413 obtenemos la solución del problema 
Y (х) = 3,0413х% — 6,0413x + 4 
positiva en todos los puntos. 
Hallar las soluciones aproximadas y compararlas con las 
exactas en los problemas que siguen sobre el mínimo de las 
funcionales: 


1 
217. у) | (0220) 4; 000) 4 (1)=0. 
y 


2 
218. / у (1 = | Охи и) ах; y(0)=y(2)=0. 
0 


219. Hallar la solución aproximada del problema sobre 
el mínimo de la funcional 
1 
луб } Weds y) =0()=0 


м 


1 
con la condición complementaria j Pdx=l. 
а 
EJEMPLO 3. Hallar la solución aproximada del problema sobre 
el extremo de la funcional 


пее +(9) акау, 


donde D es el cuadrado —a<x<ae, —а< y < а, siendo z = 0 
en la frontera del cuadrado. 
soLución. Buscamos la solución aproximada еп la forma 


Za (x, y) = а, (02 — ай) (2 — 03). 
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Es evidente que esta función 20 (х, y) satisface las condiciones de 
frontera planteadas, Introduciendo 2 (х, y), Zex (х, Y) У 2, (х, y) en 
la funcional e integrando, obtenemos 


2 2 
Y [20 (x, 01= Pq E адаб = Ф (a). 


Tenemos después 
3- 52 agar 32 00, 
de donde ото de modo que 20 (х, Dn (y? —a). 
220, Hallar la solución aproximada del problema sobre 
el extremo de la funcional 


д: 2 д: 2 
em) + Hy акар, 
D ` 
Ф о" ° y 
donde D es el recinto limitado por la elipse atp" Ж 
221, Hallar la solución aproximada 2, (х, y) del proble- 
ma sobre el mínimo de la funcional 


Je y= {| [ (2) + (5) ака 


donde D es el recinto: x > 0, y >0 y x + y <1, si la fun- 
ción z (х, y) satisface en la frontera Г: x = 0, y 
+ у = 1 la condición z lr = x? + 4%. 

20. Método de Kantorovich. Este método ocupa una posición 


intermedia entre la resolución exacta y el método de Ritz y se aplica 
para analizar el extremo de las funcionales 


E an (3) 


guè dependen de funciones de varias variables independientes (n > 2). 
igual queen el método de Ritz, escogemos un sistema {Pp (Xi, Xar... Xn) 
E funciones coordenadas y buscamos la solución aproximada en la 
orma 


m 
Em (Хи, Xes 0001 Xn) = Dy ал (50) Фа (4, ха. +01 Xn) (4) 
hd 


pero considerando los coeficientes ад (х) como funciones incógnitas 
de una de las variables independientes: 
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En las funciones (4) la funcional (3) se convierte en una funcional 


7 (о, (xj), an (xj), > +.» Om (х0) que depende de m funciones 
ад (х), аа (2)... -» Am (ху). Estas funciones se escogen de modo 
que la funcional J alcance el extremo y se determinan de las condicio- 
nes necesarias de extremo para la funcional Y. 

Empleando el método de Kantorovich, se obtiene una solución 
aproximada, como regla, más exacta que la solución que da el método 
de Ritz con las mismas funciones coordenadas el. Ху, +. Хп) 
y con el mismo número m de términos en la aproximación. 

Pol EJEMPLO 4. Hallar la solución aproximada de la ecuación de 
оіѕѕоп 


—a<x<a, 


Az=—1 en el rectángulo D: (2:575, 


si 2 = 0 еп la frontera. 
SOLUCIÓN, La ecuación Аг = — 1 es la ecuación de Euler—Ostro- 
gradski para la funcional 


1(@(х, m=ff (E (6) 
Б 
Buscamos la solución en la forma 


а (x, y) = (4 —y) a (x); 
es evidente que la función z, (x, y) satisface las condiciones de frontera 
z = 0 en las rectas y = +b. 
Introduciendo esta expresión de z en la funcional (5), encontramos 
a 
16 8 8 
wi eiA 
Jit, йї= | (1E 024 00 Sta) ar. в) 


La ecuación de Euler para la funcional (6) es 


Ш 


La ecuación (7) es una ecuación lineal no homogénea con coeficientes 
constantes y su solución general es 


Dx Ex, 1 
a()=Cich ЕЕС ү + 


Las constantes Су у Cz se determinan de las condiciones de frontera 
a(—a—a(a)=0 
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lo que da C¿=0y C= — 


Es decir, obtenemos 


5 x 
ch e 
ү Ж 
z (x, y= a Liag „> 
єһ т 
TE 


Para obtener una aproximación más exacta se puede buscar la solución 
del problema en la forma 


Za (x, y) = (6% — y?) @ (x) + (8° — y?) 0% (х). 


222. Hallar en el recinto D la solución aproximada de 
la ecuación de Poisson Az = —1 que se anule en su frontera 
si D es el triángulo equilátero formado por las rectas y = 


Mis yb. 


223. Hallar en el recinto D la solución aproximada de 
la ecuación Az = —1 que se anule en su frontera si D es el 


trapecio isósceles formado por las rectas y = +03 хх = 1 
у х= 3. 


$ 15. Métodos variacionales para la determinación 
de los valores y de las funciones propios 


La ecuación de Sturm-—-Liouville 


d 
r iA nA l №. m 
donde p (х) > 0 tiene derivada continua y ф (x) es continua, con las 
condiciones 
y()=0 е 0(0) = 0 (2) 


tiene la solución nula (trivial) y = 0 cualquiera que sea el valor rea 
o complejo de A. 
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El conjunto de la ecuación (1) y de las condiciones de frontera (2) 
se denomina problema de contorno de Sturm—Liouville (1) —(2). 

Los valores de А para los cuales el problema de contorno (1) —(2) 
tiene soluciones no triviales y = 0 se denominan valores propios 
y las soluciones mismas llevan el nombre de funciones propias del 
problema de contorno. 

La ecuación (1) es la ecuación de Euler para el siguiente problema 
sobre extremo condicionado: hallar el mínimo de la funcional 


b 
Hg ta1= | 024043 ах 8) 
a 
con las condiciones (2) y la condición 


b 
| p dim l. Чч) 
> 


Si y = y (х) es una solución de este problema variacional, también 
será una solución del problema 0-5 distinta del cero idéntico en 
virtud de la condición (4). Por eso, los valores propios y las funciones 
ropias del problema de contorno de Sturm—Liouville se denominan 
ambién valores propios y funciones propias de la funcional (3) con las 
condiciones (2) y (4). 
La función propia y = y (x) se denomina normada si 


b 


f ма-а. 


a 
ЕЈЕМРІО 1. Hallar los valores propios y las funciones propias 
de la funcional 
3 
лиса | 10432 y 221 ах 
0 


con las condiciones 


y(0)=0, у(3) = 0, (8) 
3 
| unar=1. 
о 


SOLUCIÓN. La ecuación de Sturm-—Liouville tiene la forma 
d 
=p e 2y]= 
Yy— q ZHI, 


о sea, 


(2x + Ny + 4 (2243) HAH Iy = 0. (6) 
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Mediante la sustitución 2x + 3= et la ecuación (6) se reduce a la 
ecuación lineal con coeficientes constantes 


By dy 
тъ GA OH D=. m 


Su ecuación característica 


а 4&+ 5+1=0 
tiene las raíces 


1 Lir—z 
k 2=-7 + тИ. 
Consideremos tres casos. 
1) 4 < 0. Entonces la solución general de la ecuación (7) es 
y = Се Cat, 
donde №; y k, son números reales; en consecuencia, la solución general 
de la ecuación (6) es 
y = Ci (22 + 34 Ca @х + 99%, 
Las condiciones de frontera (5) dan 
Сам +С;3% 0, } 
CM4 CM0, 


de donde C, = 0, С, = 0 e y = 0. 
2) А = 0. Entonces 


t 
y=(Ci+Cot)e ? 
y, por consiguiente, 
1 


=[C14C2In(2x+3)] == - 
y =[C14+CzIn(2x+ ITET 
De las condiciones de frontera obtenemos 
Ci+Czln3=0, 
C1+C21n9=0, 


de donde C¿=0 y C¿=0, о sea, y=0. a 


3) 4>0. Entonces kı, z= — A y la solución general 
de la ecuación (7) es 


E (с ME ttc sen KE 1) 


2 
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Pasando a la variable x, obtenemos 


1% А vi а 
суг» [1 In фх+з)] +0 YA m2243} 
sn АЗЕ 
Y 2+3 
Las condiciones de frontera (5) dan 
Cicos (22 13) 4-С, зеп 0% аз) =о, ) 
з 7 a 


Г 2 
Cicos (LA imo) +Cosen (E mo) о. ) 
El sistema (9) tendrá soluciones no triviales si su determinante es 


igual a cero 
соз (E in 3) sen( yA in 3) 


(И mo) A пә} i 


por lo tanto, зеп (Уз Уыз) 0, es decir, senx 
7 


A A 
х (E In 3) =0, de donde YE in3=nx, Los valores propios serán 


апл? 
1123 


@=1,2,...). 


Ana 
Tomando cualquier ecuación del sistema (9), por ejemplo, la primera, 
e introduciendo en ella A, en lugar de A, obtenemos 

С, cos na + Сз sen пл = 0, 
o oO 0, de donde С; = 0. Tomando en (8) Ci = 0 y 
, obtenemos las funciones propias del problema conside- 


n= 1023 
rado 
na In (2x4 3) 
sen | 1n 3 ] 
Yn (х) = Са (aal, 2, ...). 


V 243 
Los coeficientes Cy se determinan de la condición de normación 
3 

{ уз (mdx=1 

0 
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lo que da r 
Са= 
TES 
y, рог consiguiente, 
nx In (2x +3) 
пит иш 

=+ =1, 2, ...). 
Yn (0) үз 5 (т badi 


Hallar los valores propios y las funciones propias en los 
problemas que siguen: 
1 


224. дуб) | 00946 000) 00) 0: 
0 
1 
| az=. 


2 
225. J [y (9) = { x*yidx, y(D=y(2)=0; 
| 2 
| ўах=1. 
1 
228. Jy = | (69442) dx: 
1 
yM=y)=0 | акт. 
= 1 
227. Jig = | yda у(л)=у(2лу=0; 
п 
2n 
| #ах=1. 
А * 
228. J ш (х= | 139 — (x+ 19428 dx; 
o 


1 


yO) =y(M=0; | йке. 
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. Los valores propios y las funciones propias del problema varia- 
cional (3), (2) ў а) tienen varias propiedades importantes. 

1) Si Am y An son dos valores propios diferentes de la funcional (3) 
con las condiciones (2) y (4) y si tn (х) y Ya (х) son tas funciones pro- 
plas que les corresponden, estas funciones ym (х) е yn (х) son ortogo- 
nales, о sea, 


b 
f Ym (х) yn (х) йх=0 (т 5 п). 
а 


Todos los valores Propios \, de la funcional (3) son reales. 
Si Àn es un valor propio de la funcional (3) e yn (x) es la fun- 
ción propia normada que le corresponde, se tiene 


J lyn 00] = An- 
4) El menor de los valores propios coincide con el mínimo de la 


funcional (3) con las condiciones (2) Y (4). 
EJEMPLO 2. Demostrar la desigualdad 


я я 
[изо > fawd 0и). 
o 0 
д 
SULUCIÓN Delermínemos el mín | y'2(x) dx con las condiciones 
° 


Р 
f pwan, #(0) =» (9) =0. 
0 


La ....son de Euler para la funcional 
f 
Ju | 2 зах 


0 
tiene la forma 


Y+M=0 0 (0) = 0, y(1)=0. 


Las funciones propias de este último problema son y, (х) = sen nx 
y los valores propios son Ay = л®. 

di a valor propio mínimo es М = 1. Por eso, en virtud de la propie- 
ad 4), 


z 
min f y2(x)dxr=1. 
0 
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En consecuencia, para cualquier función у(х} tal que | y (х) de = 
о 


tenemos 


п д 
{ (ху a> | g? (x) dx. 
0 0 


Esta desigualdad по se puede precisar ya que para y, (х)= Vi 
л 


se tiene 


oz 


д 
шу? (х) dx | y? (х) х= 1. 
o 


л 
OBSERVACIÓN. Si | y? (х) dx =k? + 1, el problema se reduce al 


anterior introduciendo la función 2 (х) = 009. 


Empleando la definición extremal de los valores propios, señale- 
mos cómo pueden ser calculados aproximadamente a partir del método 
de Ritz. Debe tenerse en cuenta que el método de Ritz da una aproxi. 
mación por exceso del valor propio. 

EJEMPLO 3. Hallas aproximadamente el primer valor propio del 
problema 

y + Ау = 0, 
y (=D = у (0) = 0. 


SOLUCIÓN. El problema sobre el mínimo de la funcional 


1 
$ y?dx 
и 


con las condiciones 


1 
g(—D=y()=0 y | grat 
а 


es un problema isoperimétrico y se reduce al problema sobre el mini- 
mo de la funcional 


A 
иба | иал ax 


л 
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cuya ecuación de Euler coincide con la ecuación diferencial considera- 
da у" + Ay = 0, y (—1) = y (1) = 0. 
La solución general de la ecuación es у = C, cos Ax + С, sen Ах. 
De las condiciones de frontera encontramos 
Су соз — Сз sen À = 0, 
Д 2 } (0) 


С, cos à 4- С; зеп à = 0, 
de modo que la condición de existencia de una solución no nula del 
sistema (10) es la condición de que sen 24=0, o sea, E > 
Рог consiguiente, para el primer valor propio tenemos Аў= 
= (+) y la primera armónica de la cuerda viene dada por la solu- 
ción exacta yes, + la segunda armónica es y =senxx, 
A= л; la tercera armónica es Еа еп, еіс, 


A título de comparación, busquemos las soluciones pares (armóni- 
cas pares de la cuerda) aproximadas en forma de un polinomio según 
las potencias de x. Tomando las funciones coordenadas en la forma 
Qh (х) =x2k-2— у? (£=1, 2, ...) minimicemos la funcional J en las 

т 
funciones Ит (х) == У) сафа (х). Limitándomos al término И (х) = 


=! 
=сүф{ (х), tendremos Ј [y1 onsa ($47) y para determinar 


c, obtendremos 
D o (8 129 
Mpal 0 (33 19) =0. 


Puesto que debe ser сү >= 0, resulta А? = 2,5. Tomando para y 
Ya (а) = аф (х) + сафа (2), 


encontramos 
16 8 6 
10091 (3-72) tee (15354) + 


+a) 


y para determinar сү y Cz obtenemos el sistema 


д1 [уз (х) 16 _32 16 aai 
A (м) +0 (51051) =0. | 

841 {уз (ә) 16 _ 32 106 Эи. 
a (18—05 09) te (0535) = 
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La condición de existencia de soluciones no nulas сү y сг de este último 
sistema es que su determinante sea igual a cero; esto da 24 — 284? + 
+ 63 = 0, de donde Аў = 2,46744 y м, = 25,53256. Comparemos los 
valores aproximados obtenidos para А? y Аў con sus valores exactos. 


2 
El valor exacto de Af es (5) æ 2,46740 y el valor exacto de АЗ es 


3) 322,20661 de modo que el valor aproximado obtenido para 


8 de gran exactitud mientras que para el segundo valor propio se 
tiene una aproxzimasión tosca. 
EJEMPLO 4. Hallar el primer valor propio del problema 


y+id+ry=0 y (1) = y (1) = 0. 


SOLUCIÓN. Tomemos como funciones coordenadas las funciones 
Pa (х) = 1 —x?h (k= 1,2, ...) que satisfacen, obviamente, las 
ате de frontera. Poniendo 


у (0) = а (i х) сз (E t), 
planteemos el problema sobre la minimización de la funcional 
1 


пәй = | зло 49] de 


que tiene la ecuación dada como ecuación de Euler. Tendremos 


018 (HE) + (Ea) + 


Para determinar c4 у с; obtenemos el sistema 
ӘЈ и ой] _„ (8128 6_ 64 
de =2 (5 104 2) 4202 ( 57 z) o) 
дуз o, (1664, 2 k: Ф 
орн (90-35) te (л) 0. 
La condición de existencia de solución по nula de este último sistema 
a 
522% — 10684 -+ 2079 = 0, 


de donde, tomando la raíz menor, encontramos A, = 2,1775. 
PRINCIPIO DE RAJLEIGH. Supongamos que se tiene el problema de 
valores propios 


пиа [ra 2 ]+0m9=r од», an 
оңу (a) +Вш' (а) =0, af-HBE>O, 019) 
азу (b) +Bay" (0) = 0, 024-62 0, 


donde р (х), р' (х), g (х) у г (х) son continuas en la, Б}; p (x) > 0 
еп [a, bl. 
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Diremos que la función y (x) es admisible (y € D) si tiene dos 
derivadas continuas y satisface las condiciones de frontera (12). 

Supongamos que para toda función admisible y (x) se cumple 
la condición 


b 
$ yl (y) dx >0. 
а 


En este caso el problema'de contorno (11) — (12) tiene solamente valo- 
res propios reales 

Podemos poner en correspondencia a este problema de valores 
propios el siguiente problema variacional: 

entre todas las funciones admisibles y (x) tales que 


b 
[riagrar>o. a3 
a 
b 
§ yL ly) dx 
hallar aquella para la cual ————=mún, 
$ r(x) 02 dx 
a 
Sea у= o la solución de este problema. 
Si A, es el valor mínimo, o sea, si 


b b 
{аах $ pal (pi) de 
N- 


0, 
$ r (x) y? dx $ лрах 
а 4 


entonces A, es el menor valor propio positivo y рү (x) es la función 
propia que le corresponde. 
Si a Jas funciones admisibles se impone, a parte de la condición 
(13), una condición más 
b 
f my dx=0 
a 
(condición de ortogonalidad), el problema 
b 
$ UL (y) de 
=_——=mín 
$ ry2dx 
4 
tendrá de nuevo una solución «pa (х). 
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*Si Ay es el valor mínimo correspondiente, entonces Az será el 
siguiente, en cuanto a la magnitud e > М), valor propio Ya (x) 
será la función propia ortogonal a зр, (х) que le corresponde. En gene- 
ral, si se conocen ya los Ё primeros valores propios positivos 


м<%<...<А 
y el sistema ortogonal correspondiente de funciones propias 
эр (o, da (х),.... Фу Co, 
el valor propio siguiente será igual a 


4 
ў yL(y) dx 
Ars = mín 2 
{ ru? dx 
a 
con la particularidad de que se consideran aquellas funciones admi- 
sibles y (x) que, a parte de (13), satisfacen las siguientes condiciones 
complementarias 
b 
f rwydo (у—1,2,...8. 
a 
Si en la ecuación (11) se tiene que la función r (х) >0 en la, bl 
con frecuencia se emplea para estimar por arriba el menor valor 
propio positivo A la siguiente desigualdad (principio de Rayleigh) 
b 


$ yL (y) de 
ust. 
$ гуё ах 
а 
EJEMPLO 5. Valiéndose del principio de Rayleigh, estimar № 
en el siguiente problema de contorno 
—# = м y (0) = 0, y(=0. 
SOLUCION. En nuestro caso tenemos L o = —y", о sea, р (х) = 


= 12 0, q (х) = 0 yr (x)= 1 > 0 еп [0, 1]. Es obvio que о = 0, 
B= 1, a, =) y Be = 0 de modo que af В =1>0 y alt 
+ и = 1 > 0. Tomemos como función admisible y (х) = 1 —x%; 
según 


el principio de Raylelgh, tendremos 
1 1 


0и) ах $ 2(1—x3 ак 
“A 0 
м< -5 = 
{ yr? dx $ (1—2) ах 15 
0 0 


* 
3 
5-=25. 


2 
Recordemos que el valor exacto es ме 2-а 2,4674. 


12—01387 
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Estimar el menor valor propio en los problemas que 
siguen: 

229. —y" = À (10 — x°) y; y (—1) = y (1) = 0. 

230. —y" = №; y (0) = y (1) = 0. 

En el problema de la determinación de los valores y de las fun- 
ciones propios también se puede emplear el método de Kantoróvich 
(método de reducción a ecuaciones diferenciales ordinarias). Suponga- 
mos, por ejemplo, que en un recinto D se tiene la ecuación 

Аг + А2 = 0 
у que 
Z|p=0, 


donde T es la frontera del recinto D. 
Busquemos la solución en la forma 
m 
Zm (Xis Xos п) == У) ад (0) Фа бх, 0) фо (х, 0) 

Kai 
escogiendo las funciones coordenadas «pa (х, y) y las funciones œ} (х), 
por ahora incógnitas, de modo que Zm (x, y)se anule en todos los 
puntos de F. Las funciones œ, (х), ©з (х), ..., Om (x) deben satisfa- 
cer el sistema de ecuaciones 


f [Amt Azm) Pa (%, 0) dy=0 (k=l, 2,..., ту (14) 


Dy 


y deben anularse en los valores extremos dei argumento. Aquí Dy 
es la intersección del recinto D y de la recta x = const. 

Aquelios valores de А para los cuales el sistema (14) tendrá solu- 
ción no trivial darán una Ao de los valores propios y las 
soluciónes correspondientes darán una aproximación de las funciones 


propias. 
EJEMPLO 6. Hallar aproximadamente el primer valor propio 
y la primera función propia en el problema 
Az+dz=0, zlp=0 
donde el recinto D es el rectángulo: —a<x<a, —b Sy Sb. 
SOLUCIÓN, Buscamos la solución del problema en la forma 
z (x, y) = (4 — b°) a, (х). 
La eucación (14) toma en este caso la forma 
è 
} оле aih y? — b) cai] (4293) dy =0, 
So 
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о Sea, 
16 Р 16 8 
ют (ч 2-3 *) а==0, (15) 
a (а) = ац (a)=0. 


La solución general de (15) es 


аз (к) = Сі sen Иена cos / a r r 
Teniendo en cuenta la simetria del problema y tomando una solución 
particular, obtenemos 


5 
С,:-0 y Caco y a 4-0 
queda claro de aquí que tendremos una solución no trivial sólo si 


5 п 
Vian; 


(k-e, 5 


М E 
En particular, para k=1 encontramos 
л? 10 
TRE 
siendo el valor exacto 
л? д2 
м= dpt or 


El error es menor que 1,3%. 

Para la primera función propia obtenemos la aproximación 
ax 
ла” 

Hallar una aproximación del primer valor propio en los 
problemas que siguen. 

231. y + Ay = 0, y (0) = y (1) = 0. 

232, y” + А (2 + cos x) y = 0, y (0) = y (л) = 0. 

233. Hallar aproximadamente el primer valor propio en el 
problema 


24 (х, y) = (02—02) cos 


А + 2 =0 2|г = 0, 


donde D es el círculo de radio uno con centro єл el origen 
de coordenadas. 


12+ 


RESPUESTAS E INDICACIONES 


1. a) Fmín =0 en el punto (0, 0); b) Fax =1 en el punto (0, 0); 
с) no hay extremo. 2. No hay extremo. 3. fmín=—8 en los puntos 
(ҮЗ, – у) y (у, V 2); en el punto (0, 0) no hay extremo. 
be en $ Yo © 0); en los puntos de la circunferencia 


24 y2=1 hay máximo no estricto. 5. 7, ау = УЗ en el punto (1, —1). 
6. min =4 en el punto (5, 1,1). 7. fosa ==! enel punto (1,0). 


R. mín үз e Ze, 25); Imir = уз en el punto 


тї+п+2 
1 z 
(ж. 3) 28. Һа (37) рага хү==ху=...=хд= 
=н: 11. No, 13. Los números ад у fr deben ser los coefi- 
cientes de Fourier de la funciónf (x). 14. а= en los puntos 
1 1 1 1 1 
Gama ya) ыт е les рна 
1 1 1 1 36 
(7r уз) у l- -ӯт): 15. fmin == en el punto 
чї, Чу): 16- Лх en los puntos (2,2, 1), (1,2,2) y (2,1,2) 
4 4 4 7 7 4 4 
fmax =t en los puntos (+, ++) (7 +3) у 
а 


SETA 


4 3 4 3 
(+ 5): fmóx=!t en `! punto (E -2). 19. Fin =—9 
en el punto (—1 2, —2); fmáx=9 en el punto (1, --2, 2). 20. 


RESPUESTAS E INDICACIONES $81 


һа en el punto (E + ж): 21. Indicación. Hallar el 


mínimo de la función z=- ny con ia condición x+y =S. 
22. ct, 23. HE, м. 152. 25. El cuadrado de dimensión 


а=. 28. El radio de la base del cilindro ғ А 24 


3 


y la altura del cilindro A=R V 7 27. Primero. 28. Proximi- 

dad de cualquier orden. 29. Proximidad de cualquier orden. 30. p=e"1. 

21 43 
6 


36. Continua. 37. Continua. 38. Discontinua (considerar la sucesión 


31. p=1. 32. p=e—1. 33. ру =е—1. 34. p= 


. 36. рио =2. 


зеп пу 
п 


Уп (х) = ). 39. a) Discontinua; b) continua. 40. a) Discontinua; 


b) continua. 41. Continua. 45. aL, 


48. a ay ы 
1 1,2 1 СТЕ 
01 -009в 04 лае на, 
001 001002 0,01 
— 3 2 
49. ar 30) а+6 @—а%+-%-; E a 


a ы aJ 
1 4,7919 6,6821 
0,1 0,4792 0,4963 
0,01 0,0479 0,0481 
50. 1) Diferenciable; 2) diferenciable; 3) diferenciable; 4) по di- 
ferenciables. 51. 0/2 [y (x)] =2J [y (x)] 8J. 
e 


5з. A=3k4 10; 87—38. 
A ay Ф 
П 4,582 3 


ол 0,3158 0,3 
0,01 0,03016 0,03 
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5,,8 5 
54. =p bl 
R АЈ sy 
1 2,810 1,667 
0,1 0,181 0,167 
0,01 0,0168 0,0167 


55. А418; 8/=0. 


R ы aJ 
-1 0 13333 
оз о 0,1200 


0,03 0 0,0012 


ò b 
67. 67 | буах. 58. a=] wy- iyik 
š Š 


1 
59. &/ = 2y (0) бу (0) + { (х dy +2y" Sy") dx. 
0 


60. $/ = | (y' cos y dy + sen y ôy’) dz. 


of af A ao 
Er би + gy + ат Я! ах. 


62, 027 [y, у] = 20 [óy, ёи]. 
63. BeF РШ) (SF)? + 52Р]. 
dom 


д2 
65. 827 = —— ôy yD dx. 
} 2, ду% дуа 


68. 827 = || AA dx dy. 


b m n 
вт. =f [ Y Fry биват У, AS 
а і, Ami í, А1 


+5 AS! dx. 


[= 
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68. Considerar la funcional 
фол] = Ф (a) 


y emplear la segunda definición de la variación. Exigiendo que 
ÖJ =0, llegamos а la ecuación integral 


b 
$ Кз, бв) а4-Ф (0—70 =0. 


69. Procediendo de la misma forma que en el problema anterior, 
encontramos que la ecuación funcional de Euler, que expresa la anula- 
ción de la primera variación, viene dada por 

(рф — Ф (4-0) — Ф(х—2--ф (х) Р 00 = 0. 


Esta última es una ecuación mixta con derivadas y diferencias. 


10. (рф 4-р a). 71. у= А8. 72. y RT. тароз 


extremales 
y 166209 rI 
И? +1) ` 

74. Dos extremales у = ў (1) е у= Ў (3х— IF. 75. у= (С 
4-х) ѕеп х, donde С es una constante arbitraria. 76. у= х 
уре е) аа mm у 18, т. ym Es 

6 6 6 

— -L342 79 y=Inx. 81. La integral no depende del camino 


de integración; el problema variacional carece de sentido. 82. уъ:0 
si a=0; siendo а = 0, no existe extremal suave. 83. y=c08%. 
84, y=cos x+C sen x, donde C es una constante arbitraria, 86. y= 


eE йен зх . 87, у= 220-0. ВВ. No hay extremales; la 


2 
ecuación de Euler no tiene soluciones. 89. у= Су e 


90. No hay extremales. 93. у= Суе®--С-®- тулеч. 94. y=2ehx. 


эв. y= 01501 ор, y=2%. 98. La circunferencia —=K. 99. y 


Sen хү 
3 
=(1—x)shx. 100. g= (046041. 101. No bay extremo. 102. 
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El problema variacional carece de sentido porque bajo el signo de 1а 
integral figura una diferencial exacta. 103. y=sh x. 


y=sen2x, 
104, y= 2. ws. f EZ 


1 
у= р (94+5:—8), _ 
106. { 6 107. у=зепх, 
2=х. 2=$еп х. 
E 
108. { Cr 
2=1 
dz y2 022 dz y2 dz 
по. (FY tl) 1 0 
її. АА2=0 


а 

9 дг 

112. z Il Беба, хь. d= 

ad 

=f (Xp ха, 000 Xn). 

113. Solución. El planteamiento del problema es el siguiente, 

Entre las superficies 2=« (х, y) que se proyectan en el recinto D del 

рїапо` хОу y que pasan por cierta curva cerrada alabeada cuya pro- 

а es la curva frontera Г del recinto D,Shallar la superficie cuyo 
sea 


S= f VIFA FG dx dy 
D 


sea minimo (problema de Plateau). La ecuación diferencial de Euler 
para este problema es 


A Lx q Фу =0 
E VTA U VETA 
o en forma desarrollada 
Pax (1+ Ph) —2PxyPxPy + Фуу (14-2) =0. 


Ésta es la ecuación diferencial buscada de las superficies de área 
mínimo. La realización física de la superficie de área mínima se puede 
obtener, por ejemplo, con una película de jabón tendida sobre un lazo 
de alambre. 

114. z(x, y)=y. El problema tiene solución única aunque las 
gondiciones de frontera no se dan en toda la frontera. 
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115. r cos ф-Е Су = G; In | sen p4 Y зеп р— С} |. 
117. х2 соз С; — y? cos Сз — 2ху sen C¿=Cy. 


118. Campo central. 119. a) Campo propio; b) campo central; 
є) no forma campo. 120, Campo propio. 121. a) Campo central; b) no 
forma campo; с) campo propio. 122. a) Campo central; b) campo pro- 
pio; c) no forma campò. 123, No forma campo porque esta familia 
de curvas по cubre todo el recinto D. 124. y =C; ch x forman un campo 
propio de extremales; у= С;5һх forman un campo central de extre- 
males, 125, у = С соѕ х forman un campo propio de extremales; y= 
= С зеп х forman un campo central de extremales. 126. La extremal 


у= 0—0) puede ser incluida еп el campo central йе extremales 


уз Сух _— con centro en el punto O (0, 0). 127. La extremal y =e% 


se puede incluir en el campo propio de extremales y=e*+-C. 128, Si 
a<n, la extremal y=-0 se puede incluir en el campo central de ex- 
{гетајеѕ у =C sen х con centro en el punto 0 (0, 0). Si a> n, las cur- 
vas de la familia y =Csenx по forman campo. 129. La extremal y= 
=Xx-+1 se puede incluir en el campo propio у=х+С. 130. y= 


e ¡AS м Pf la > 
=- з, y (4 х) =0. 132. yi—=1=0. 133. 0% (1, 0). 


134. No hay punto conjugado. 135, Se cumple. 136. Se cumple cual- 
quiera que sea a. 137. La condición de Jacobi se cumple. La extrema! 
Гр se puede incluir tanto еп un campo centra] como propio de ex- 
[шь 138. La condición de Jacobi se cumple. La extrema! у= 


х--1 se puede incluir еп un campo central de extremales con 


centro еп el punto А (0, 1). 139. La condición de Jacobi no se cumple 
142. Se puede. 143. Se puede. 144. Se puede. 145. Se puede aunque la 


condición de Legendre se cumple sólo para + < 1. 146. Se alcanza 
mínimo fuerte en la función y=e*. 147, Se alcanza mínimo fuerte 
en la función y=2 1л (x+1). 148. Se alcanza mínimo débil en la fun- 
ción y=x?. 149. Se alcanza mínimo débil еп la recta ye 


160. Se alcanza minimo fuerte en la curva ssela, 151. Se al- 


canza máximo fuerte еп la curva y =cos х 4-ѕеп х, 152. No se alcanza 
extremo en curvas continuas. 153. Se alcanza mínimo débil en la recta 
y=2x-+1. No hay extremo fuerte. 154. Se alcanza mínimo fuerte еп 
la extremal y=2x—1. 155. Se alcanza mínimo fuerte en la extremal 
y=x2. 166. Se alcanza mínimo débil en la extrema) y=x—1. 157. 


b ini A a 
En la extremal i e alcanza mínimo débil si Hera 
y máximo débil si jb} >-=7>-- No hay extremo si fbf тї 


Ү? 
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158. Si р = q, se alcanza mínimo débil en la exiremal у= 


(A si p=q, la extremal es (а recta y=p 

que ofrece mínimo débil. 

sh Žž 

159. a) Рага e>0 la extremal y= 
sh 


realiza el mínimo 


2 


Ve 
fuerte de la funcional. b) Si e<0 y lel>7. la extremal y= 
sen Es 
= skl realiza el máximo fuerte de la funcional, с) Si e=0, 
sen 
y Tel 


no existe solución del problema extremal en la clase de funciones 


x- 


continuas. Consideremos la función шр (х) =е Ve (e>0) que es 
solución de la ecuación de Euler ey”— y de la funcional conside: 
rada. La función уг (х) satisface la condición de frontera y(1)=1 
y no satisface la segunda condición de frontera y (0)=0. No obstante, 
fi 
e 


т Ye (0) = 0. Para е — 0 obtenemos de ye (х) la «solución límite» 
0, 0<х<1, 
sl ү 


х=1. 


ES 
160. La extremal у= — їзїк. 


161. Hay mínimo fuerte en 1а extremal y (x)=1. 162, Еп la extremal 


realiza el mínimo fuerte, 


убо =. х se alcanza minimo débit si A y máximo débil 
si 2%, si == уз ‚ по se alcanza ni siquiera el extremo 


débil. 163. En la recta y +. se alcanza mínimo débil si ¿<a 


y máximo débil si b>a; si b>a/3, hay máximo fuerte mientras 
que para b<ay3 no hay ni mínimo ni máximo fuertes. 164, Se 
alcanza mínimo débil en la extremal y=2x, 2=4х. 165. La extremal 


=х, Р А 
es la parábola { ах yo ue se puede incluir en el campo cen- 
tral de extremales 


у=ах, 
(в 0 
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a y B son unos parámetros) con centro en el punto (0, 0, 0). Es 
obvio que se cumplen las condiciones reforzadas de Legendre. Demos- 
tremos que en el segmento 0<x<I no hay punto x* conjugado del 
unto x=0. Para ello bastará persuadirse de que las extremales de la 
amilia (1) no cortan Ja extremal dada si хЄ[0, ПВ Supongamos que 
en un punto х*є {0, 1] se cortan dos extremales de la familia (1). 
Tendremos entonces 
Qyxt—=a2x*, } 


х2 4- Вахе = х2 4 Вох. 
De aquí resulta que a; = оз y que В;:= В. Luego, по hay dos extre- 
males distintas que se corten. Por consiguiente, la condición reforzada 


de Jacobi se cumple еп el segmento [0, 1] e incluso en cualquier seg- 
mento de longitud finita. 166, La familia де extremales es y (х) = 


=C¡ch-222 А. Las constantes arbitrarias С, y С; y el paráme- 
tro A se determinan de las condiciones 


yo=C,ch E ИР =, aa 
Es С, 


-һ 
v с, с; 
7% ах AO оС \ 
450 ах= С, (62 m2 ) L 
167. y(x)=3x24+2x+-1. 168. y (х) = + 2зепллх, donde n es un 
número entero 169. иш) 0:09). 170. Уб. 171. = Е, 2=С,4- 


+Cg9. 172. Í. 173. У. 18.231. 175 YD. 178, 
TO 


y5 
LE. 17. Уту ($3). 180. 1. 181. Si cos х, $ 0, 
el extremo se puede alcanzar solamente en la recta ( де . En 


И л 4 
cambio, si cosx; =0, o sea ==>, donde п es un número entero, 


y=Cssenx, 


se tiene { siendo С, una constante arbitraria. 182. 


2=—C,senx, 


444, B=4cih1. 183. (А, 8)=28. 184, y=2x?/?, 185, Las lineas 
quebradas formadas por Jos segmentos de las rectas y=x e y=1 о por 
los segmentos de las rectas y=0 e y=x—1 realizan el mínimo abso- 


luto. La recta y===3-x realiza el máximo débil. 186. у= —х para 
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Ох < l; y=x-2 para 1 <x<4ey=x para0<x<3; y=-x4 6 
para 3< х < 4. En ambas quebradas іа funcionat alcanza su mínimo 


0, 
absoluto. 187. No existen. 188. #={ ка 


son líneas rectas. Si [aia J<: existen dos soluciones disconti- 
жк! 
nuas que son líneas quebradas paralelas a las bisectrices de los ángu- 


los coordenados. 190. La recta y =x tg Ф que pasa por los puntos fijos 


realiza máximo débil si 0<tgp<x, realiza mínimo débil si n< 
<tgy <2x, сіс, El mínimo fuerte se alcanza en la línea quebrada 
formada por segmentos de rectas tales que la tangente de los ángulos 


189. Las extremales 


de su inclinación es igual a Le л (п es un número entero). 
+25, 0sx<É, 
191. ym) AVIE, asi, 
ea , Has 10. 
192. Las extremales son las elipses 
EEr (h 


con centros en el eje Ox. La frontera del recinto admisible se deter- 
mina por fas ecuaciones y=0 e y2=>3+2(x—Cy) (la última es la 
solución de la ecuación 1—y?y2=0). Los parámetros Cy у С» se esco- 
gen de modo que la спре) pase por los puntos fijos A y В. La funcional 
alcanza máximo en el arco de la elipse. Si el camino del punto A al 
punto B se escoge ún fos arcos de dos parábolas (y, posiblemente, 
según un segmento de la recta y=0), se obtiene una solución соп 
puntos angulares en la que la funciona! alcanza su mínimo (mín J =0). 


өз. E. йр 3 к 28-0 

-ax ap ' ах 2р dx ху ' da 1ху%' 

A AA A A ЭРЕП de 
а rr ах Verp- ` dx 


ы dy рз dp _ dy Рі Y 
= A 98 ыш 19. шш 


Pa dps pi рә pi 198, Hi PL 4 _ 
Dya ах Фй' ах ау б Тах ЖО» dx 
x ы Ap dp dys Pi ауз ту 
И A „ш 20 а Va 
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йр _ ар _ соз Жый Si 
Pim 2x, Рё 0. 199. y3=C Ca. 200. Winx, 201. х 


2х 
= = + С. 202. En la extremal y= ŽEL s 
i 
alcanza el mínimo fuerte: min Jah 203. p(x, 0) = pe 
E E У ху ` 


Las extremales son las semicircunferencias у= У С (х Са) con 
centros en el eje Ox; у= Xx —x? son las extremales que pasan 
рог el origen Ó(0, 0); el campo es el semiplano superior. ‚ El arco 
de la circunferencia que pasa por el punto My(Xj, и) y que tiene el 


centro en el punto O (0, 0) realiza el mínimo fuerte. 205. xF (2 =C, 
206. Las elipses 3x2—8xy+6y2=C, 207. х2 4-203 —3xy2—2:%y =C. 
208. [¡=VTEFYA 209. [f=xyV Y. 210. f=xyy2. 211. f= 


=y (+) (хуа 8). 212, Una catenaria. 213. Indicación. 


La integral de la acción es :~{ г: +21 V PF pdp. 214. Las 
2у2 2 cos B sen? В 


2 
trayectorias son las elipses 2 FAA ду = + 
d р С +С ИС яс) Y 


215. La solución exacta es у= З — x. 216. Las soluciones exactas 
son a) y =0, b) y=x. 217. La solución exacta es v=). 218. 


La solución exacta es y = Фу 


— х. 219. Indicación: la solución apro- 
n 

ximada debe buscarse en la forma yn (х) = (1—2) У) аһх?®. La so- 

к=0 


lución exacta ез y= со . 220. Indicación: tomar xy como función 


Sal 
coordenada; entonces, az 221. Indicación: tomar Фо(х, Y)= 


=y, ф(х, у) =xXY (l—x—Y) Фо (х, Y) = xy (l —x — 0), 0.» 
++, Pn% pary —x—y) como funciones coordenadas; entonces, 
23(х, y) =x*+y24 xy (1 —x— y) [3,0401 — 0,0562 (x4-x?)]. 222. Indica- 


ción: haliar la primera aproximación en la forma 24(x, = (и ES 


2) о entonces aw D= -F (1-2) (2-5). 
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138 
=14п202, yn (0 = +5 ѕелллх (п =1, 2, ...). 22. = 
sen (22 Inx) 
2 2д2 702 
ER РТИ 2 ‚ 226. А = 


}У%жошаш» ay ). 227. Aa =1—л®, yn (0) = 


уп (= YE =1,2, ...). 227. n= 


T 
ү 2 sennx (п=1, 2, ...). 


.— 35 .35 
223. a =$ (а +”) (= y е. 1) 2.57 


254 2л?л® 
E 


пд \п (14-х) 7 

13102-64122 sen [ n2 ] 

Ot A 
(Mt, 2, ...). 


229. Tomando y= 1 — х2, encontramos uc. El valor exacto 


es u=+. 230. Tomando y=x(l—x), encontramos А < 10. El valor 


exacto es у= д2. 231. A¿=10; el valor exacto es Аф == л2. 232. №; = 
=0,493. 233. M =6; 2, (х, y) = 0 (+ y2— 1). 
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